
前 言

作为一种通用的数据结构，图可以用来表示数据对象之间的各种复杂关系。例
如:图可以表示化合物的分子结构、蛋白质交互网络、社会网络、Web结构图等。随着
科学与工程领域中图数据的大量出现，从图数据库中发现有用的知识已成为数据挖掘
领域一项重要的研究课题，图模式挖掘是其中最重要的一个研究分支，因为与图有关
的绝大部分应用 (例如:图查询、图分类、图聚类等) 都需要利用图模式来管理、查询
和分析图数据。本书主要对图模式挖掘技术进行深入研究，归纳总结了现有研究成果
的主要思想和优缺点，提出了一些新的图模式挖掘问题和解决方法，主要研究成果如
下:
第一，提出从图数据库中挖掘代表模式问题及其有效的解决方法。目前的频繁子

图挖掘算法通常会产生大量的甚至指数级数量的频繁子图，严重地影响了挖掘结果的
可用性。挖掘代表模式既可以极大地减少图模式的输出数量，又能使有意义的图模式
保留在挖掘结果中。本书给出了挖掘代表模式问题的形式化定义，并证明了该问题是
NP-hard问题；提出了一系列新的概念: δ-覆盖图、跳跃值、δ-跳跃模式等；发现了 δ-跳
跃模式的一个重要性质: δ-跳跃模式一定是代表模式；利用 δ-跳跃模式的性质，提出了
挖掘代表模式的三个算法: RP-FP，RP-GD，RP-Leap。RP-FP 和 RP-GD 可以挖掘
完整的代表模式集合，RP-Leap可以挖掘近似的代表模式集合。RP-FP从频繁闭图模
式中计算代表模式，具有紧的近似比保证。然而，当频繁闭图模式数量较大时，RP-FP
效率较低。RP-GD采用联机算法的思想，直接从图数据库中挖掘代表模式。算法复杂
性分析表明，RP-GD 的效率要远远高于 RP-FP 的效率。RP-Leap 利用图模式搜索空
间中大量分枝之间的相似性，能够快速跳过那些几乎不产生代表模式的分枝，从而挖
掘一个近似代表模式集合。实验结果表明: (1) RP-FP，RP-GD，RP-Leap 能得到一
个小的而有意义的代表模式集合；(2) RP-GD 的挖掘效率远远高于 RP-FP 的挖掘效
率，而在结果质量方面，RP-GD类似于 RP-FP；(3) RP-Leap以丢失少量代表模式为
代价，取得了比 RP-GD 快一个数量级的性能改善。

第二，提出从图数据库中挖掘核心子结构问题及其有效的解决方法。核心子结构
在真实的图数据库中大量存在，例如，化合物中的功能团就是一类核心子结构。针对
核心子结构的特征，本书给出了核心子结构的形式化定义，称为 ∆-跳跃模式。人们发
现了 ∆-跳跃模式的很多重要性质，例如 ∆-跳跃模式是稳定的，它们对噪声和数据的
变化不敏感，∆ 值越大，它们的抗干扰能力越强。然而，∆-跳跃模式不具有反单调性

i



质，挖掘它们非常具有挑战性。本书通过仔细研究跳跃模式自身的特性，提出了两种
新的裁剪技术，即基于内扩展的裁剪和基于外扩展的裁剪。利用这两种裁剪技术，设
计了一个高效的跳跃模式挖掘算法 GraphJP。在理论上，严格地证明了这两种裁剪技
术的正确性及算法 GraphJP 的正确性。实验结果表明:这两种新的裁剪技术能有效地
裁剪图模式搜索空间，算法 GraphJP能高效地、可扩展地挖掘频繁跳跃模式，而且挖
掘结果中含有图数据库中的核心子结构。
第三，提出基于联合意义度量的 Top-K图模式挖掘问题及其有效的解决方法。传

统 Top-K 挖掘并不考虑图模式之间的相关性，输出的 Top-K 模式在结构上非常相似。
如果用户得到其中一个图模式，那么就对其他图模式失去了兴趣。联合意义度量的作
用域是图模式集合而不是图模式。因此，基于联合意义度量的 Top-K 挖掘，隐含排斥
相关的图模式，可以得到一个多样化且有意义的图模式集合。本书讨论了适用于图模
式集合的联合意义度量，并利用信息论中的概念 (联合熵和信息增益)给出了两个具体
的问题定义 MES 和 MIGS，证明了它们是 NP-hard 问题；提出了两个高效的 Top-K
挖掘算法 Greedy-TopK 和 Cluster-TopK。Greedy-TopK 先产生频繁图模式，然后增
量贪心地选择 K 个图模式。如果用户给定的意义度量满足 submodular 性质，那么
Greedy-TopK 能提供近似比保证。为了进一步提高 Greedy-TopK 的效率，针对 MES
和 MIGS 这两个具体问题的意义度量又设计了一系列有效的裁剪技术，将其嵌入频
繁子图挖掘框架中，从而帮助裁剪图模式搜索空间。然而，当频繁图模式数量较多时，
Greedy-TopK仍然效率低、可扩展性差。为了克服 Greedy-TopK的缺点，Cluster-TopK
先从图数据库中挖掘所有频繁图模式的一个代表模式集合，然后从代表模式中增量贪
心地选择 K 个图模式。Cluster-TopK 最大的优点是无需产生频繁图模式就能快速地
从图数据库中挖掘一个代表模式集合。本书从理论上证明了 Cluster-TopK 产生的解
和 Greedy-TopK 产生的解非常接近。实验结果表明:在结果质量和可用性方面，本书
提出的 Top-K挖掘远远优于传统的 Top-K挖掘。Cluster-TopK比 Greedy-TopK要快
一到两个数量级，而且 Cluster-TopK 的挖掘结果的质量非常接近于 Greedy-TopK 的
挖掘结果的质量。
第四，提出了一种基于频繁闭显露模式的图分类框架 CEP。CEP包括三个主要步

骤: (1) 挖掘频繁闭图模式；(2) 过滤非显露模式；(3) 构造分类规则。第一步，CEP 挖
掘所有频繁闭图模式作为候选分类特征。第二步，CEP保留频繁闭图模式中的显露模
式。该步需要计算图模式在不同类别数据库中的支持度，涉及大量子图同构测试。为
改善 CEP 的效率，CEP 将频繁闭图模式组织成一个树型结构 T。对数据库中的每个
图 G，采用深度优先方式遍历树 T。在遍历过程中，利用 Apriori 性质 (反单调性) 进
行裁剪，如果 G 不包含结点 P，那么 G 也不可能包含 P 的孩子结点。通过这种方
式，可以极大地减少子图同构测试次数。第三步，CEP 根据剩余的显露模式构造分类
规则。在构造分类规则时，提出了一个新的特征选择方法，该方法既考虑显露模式如
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何覆盖图数据，又考虑显露模式在图数据中如何分布。实验结果表明: CEP 具有良好
的分类性能，而且，可以使领域专家很容易地理解和利用 CEP 产生的分类规则。
本著作共 20.3 万字，其中刘勇老师撰写了 19 万字，刘猛老师撰写了 1.3 万字。

作 者
2022 年 6 月
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第 1 章 绪 论

1.1 研究的目的和意义

随着计算机硬件与软件技术的飞速发展，尤其是数据库技术与应用的日益普及，

人类积累了大量数据。据统计，全球的数据量大约每 20个月翻一番 [4]。而且，由于计

算机应用领域的不断扩大，数据类型变得越来越复杂，结构也越来越多样化。应用系

统正面临着处理海量数据和数据多样性的巨大挑战。

数据量的急剧膨胀并没有给使用者在知识获取方面带来理想中的便捷，从而出现

了“数据丰富，知识匮乏”的现象。为有效地解决这个问题，从 20 世纪 90 年代开始，
数据挖掘技术逐步发展起来。数据挖掘，也称知识发现（Knowledge Discovery from
Dataset，简记 KDD），被描述为从数据中抽取出隐含的、具有潜在用途的、人类可理
解的模式 [125]。通过数据挖掘发现有用的新概念和新规律，从而辅助人们进行科学分

析和决策。自从数据挖掘概念被提出以来，就引起了学术界和工业界的极大关注。在

过去 10多年的时间里，学术界提出了一系列数据挖掘理论、技术和方法，工业界也针
对各种应用领域开发了大量的数据挖掘产品。目前，数据挖掘技术已经被广泛地应用

到商业、金融、互联网、信息检索等诸多领域，并取得了巨大的成功。有些浏览器就

成功应用了 PageRank [23] 技术。PageRank 技术是根据网页之间的链接关系来评价网
页的重要程度，与单纯评价网页内容相比，可以获得更高的准确率。该技术已在搜索

引擎方面得到了广泛的应用，对该领域影响深远。

数据挖掘技术在这些传统领域的成功应用也激发了人们将数据挖掘技术应用到其

他领域的兴趣。人们正试图将数据挖掘技术应用的触角延伸到科学与工程领域，如计

算化学、生物信息学、流体动力学等。然而，科学与工程领域中使用的数据与商业领

域中使用的数据在本质上有着非常大的差异。科学与工程领域中使用的数据通常具有

拓扑结构、几何结构等特点。传统的数据挖掘算法都假定数据被表示成事务集合或者

多维向量集合，这使得传统的数据挖掘算法无法直接应用到科学与工程领域。如果在

科学与工程领域中使用传统的挖掘算法，需要将数据表示成事务集合或者多维向量集

合。在某些情况下，这种转换容易实现，但在绝大多数情况下，这种转换会导致丢失

大量有用的信息或根本不可能实现。因此，传统的数据挖掘算法不适合挖掘这些具有

拓扑结构的数据。研究者们需要设计新算法来挖掘这些具有拓扑结构的数据，以满足

人们逐渐提升的新需求。
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图模式挖掘技术

图是离散数学和计算机科学中最一般的数据结构，它可以准确地表示科学与工程

领域中数据的内部结构和关键特征。例如:在化学领域，我们可以使用无向标号图表示
化合物的拓扑结构。图中的结点表示化合物的原子，结点的标号表示原子的类型 (如
C，N，O 等)。图中的边表示化合物的内部化学键，边的标号表示化学键的类型 (如单
键、双键、苯环键等)。在计算生物学领域，我们可以使用图结构表示各种网络 (如蛋
白质交互网络、基因相关网络等)。此外，社会关系网络、引用网络、传感器网络、万
维网等都可建模为大的图结构数据。

挖掘和管理图数据可以很自然地解决科学与工程领域中的很多关键问题。例如，

在药物设计方面，研究人员经常需要在大量的化合物集合中寻找出对病毒具有强烈抑

制作用的化学分子结构，以便进一步检测并以此合成新的药物。使用频繁子图挖掘算

法可以很容易地解决该问题。首先将实验中对病毒具有强烈抑制作用的化合物集合转

化成一个图的集合，然后使用频繁子图挖掘算法挖掘该图集合中的频繁子结构，再结

合领域知识对这些频繁子结构进行分析，就可以找出对病毒起抑制作用的化学分子结

构。在计算生物学领域，可以利用蛋白质二级结构和蛋白质三级结构预测蛋白质功能。

蛋白质的氨基酸序列通过折叠可以形成蛋白质二级结构和蛋白质三级结构。蛋白质二

级结构可以用平面标号图来表示，而蛋白质三级结构可以用带有几何信息的空间几何

图来表示。通过在蛋白质二级结构和蛋白质三级结构上建立分类预测模型，可以帮助

生物学家分析和识别蛋白质的基本功能。在计算机视觉领域，图可以表示图像中实体

的组织等复杂关系，子图查询操作可以帮助识别对象和场景。此外，万维网、社会关系

网络、传感器网络等领域中的很多问题也都可以利用图挖掘的方法来解决。因此，用

图来建模科学与工程领域中具有复杂结构的数据，用基于图的挖掘方法解决一般性的

挖掘问题 [38]，将具有广泛的应用背景和重要的现实意义。

尽管与其他数据结构相比，图能够表达更加丰富的语义，在科学研究和工程领域

有着更为广泛的应用，但是这种丰富的语义和复杂的内部结构增加了各种挖掘算法的

难度，传统的数据挖掘方法难以适用。具体来说，传统数据挖掘算法中的相等、包含等

简单操作在图的环境中被映射成图同构、子图同构等复杂操作。图同构问题目前还没

有多项式时间算法，子图同构问题已被证明是 NP 完全问题。图的很多计算问题 (例
如: 最大公共子图计算、结点最大覆盖等) 也都是 NP 完全问题，具有很高的计算复杂
性 [133]。加之目前对图挖掘方面的研究起步不久，相对于广泛的应用前景，取得的成

果还很少。因此，设计有效的图挖掘方法是一个值得开展并且具有挑战性的研究课题。

图挖掘所涉及的各方面研究工作目前正在展开，图模式挖掘是其中最基本的也是

最重要的一个研究分支。因为图模式几乎在所有图挖掘和图数据管理问题中都有广泛

的应用价值。例如:(1) 通过分析挖掘出来的图模式，领域专家可以获取图数据库中有
用的信息；(2) 在图查询 [147] 和相似性搜索 [149] 方面，利用图模式作为索引特征建立
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有效的索引结构，可以明显地提高查询处理效率；(3) 在图分类 [43] 方面，利用图模式

作为分类特征建立有效的分类模型，可以提高分类准确率。此外，在图聚类、复杂网

络演化规律预测等方面，挖掘算法也需要利用图模式来进行聚类和预测。

可见，在图挖掘和图数据管理方面，图模式挖掘有着极其重要的价值。然而，该

领域的研究目前还存在一些问题和障碍，尚未得到解决。例如: 频繁子图挖掘算法产
生的频繁子图模式数量通常太大，得到的挖掘结果很难被利用，甚至当支持度过低时，

频繁子图挖掘算法不能在合理的时间内完成挖掘任务。再例如: 目前的图模式挖掘算
法基本上只使用支持度作为图模式意义的一种度量，在不同的应用中，用户可能需要

不同的意义度量，如何根据不同的意义度量设计高效的图模式挖掘算法也是需要研究

的重要问题。本书从这些问题入手，主要针对图模式挖掘算法展开研究。

1.2 国内外研究现状

图挖掘和图数据管理是一个新兴的研究领域 [60,132]，从 2002年开始引起了学术界
和工业界的普遍关注，研究人员开始了相关的研究工作。在短短几年内，该领域的研

究工作发展迅速，至今已成为数据挖掘领域的一个热点研究内容。这可以从近年来顶

级的国际学术会议 (SIGMOD，VLDB，KDD，ICDE，ICDM，SDM，ICML，AAAI等)
收录的论文情况反映出来。此外，与图挖掘有关的各种专题研讨会也在陆续开展，例

如:International Workshop on Mining and Learning with Graphs(MLG)，ICDM Work-
shop on Mining Graphs and Complex Structures(MGCS) 等。
国外也有许多专门的研究组从事图挖掘和图数据管理方面的研究。比较著名的研

究组有美国 CMU 大学 Christos Faloutsos 教授领导的数据库小组、UIUC 大学 Jiawei
Han 教授领导的数据库小组、华盛顿大学 Diane J. Cook 领导的研究小组、IBM 实验
室 Philip S. Yu 领导的研究小组等。我国的研究人员也在图挖掘和图数据管理方面开
展了相关研究工作，如香港科技大学Wilfred Ng教授领导的研究小组、香港中文大学
于旭教授领导的研究小组、清华大学周立柱教授领导的研究小组等。

目前，国内外在图挖掘和图数据管理方面的研究工作主要包括以下几个方面。第

一，图模式挖掘。第二，图数据的查询。第三，图数据的分类。第四，其他与图挖掘

有关的研究工作。下面将详细讨论以上各方面研究的进展情况。

1.2.1 图模式挖掘

1.2.1.1 频繁子图挖掘

频繁子图挖掘作为图挖掘领域中最重要的研究内容很早就被提出了，在国际顶级

会议和期刊上都有大量的相关文章。频繁子图挖掘的结果可以用于其他的图挖掘任务。
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例如: 作为分类特征建立分类模型，作为索引特征支持查询处理。频繁子图挖掘有两
个不同的问题模型，一个是图集合模型，另一个是单图模型。

1.2.1.1.1 图集合模型

在图集合模型中，输入是一个图的集合，该集合中每个图的规模相对较小。频

繁子图模式挖掘的目的就是找到该图集合中频繁出现的子图。其具体定义如下: 给定
一个图的集合 D 和一个最小支持度 min_sup (0 ⩽min_sup⩽ 1)，要求发现至少在
min_sup×|D| 个图中出现的所有连通子图。这种模型的应用领域包括化学、生物信息
学、XML 数据库等。这种模型又可根据不同的图类别分为下面几种情况:

(1) 标号图

作为一种通用的数据结构，标号图可以用来表示数据内部的各种复杂关系。将一

个标号图 G 定义为一个四元组 G = {V,E,Σ, L}，其中，V 代表图中顶点的集合，

E = V × V 代表图中边的集合，Σ 代表顶点标号与边标号的集合，L 是标号函数，用

来对顶点和边分配标号，即 L : V ∪ E → Σ. 标号是一个依赖于具体应用的属性。例
如: 在化学领域中，结点的标号可以表示原子类型 (如 C，H，O 等元素)，边的标号可
以表示化学键的类型 (如单键、双键、苯环键等)。在标号图中，多个结点或边可以具
有相同的标号，例如: 一个化合物的分子中包含多个相同类型的原子和多个相同类型
的化学键。目前，所有的研究都假定挖掘出来的图模式必须是连通的。这是因为连通

性可以很好地刻画对象 (图) 内实体 (结点) 之间的复杂关系 (边)，而且，将图模式限
制为连通图也可极大地减小挖掘问题的复杂性。

针对标号图集合上的频繁子图挖掘问题，已经提出了大量的挖掘算法。按照所采

用的技术，这些算法大致可以分成三类:
(a) 贪心搜索方法

贪心搜索方法通过使用各种启发式策略来减小搜索空间，SUBDUE 方法 [61] 是其

中最有代表性的方法。SUBDUE基于最短描述长度压缩 (minimum description length-
based compression) 的启发式策略来评价子图的重要性，使用 Beam Search 搜索策略
来遍历图模式空间。尽管贪心搜索方法的效率较高，并且适用于单图环境，但该方法

不能保证挖掘结果的完整性，可能会丢失某些重要的图模式。

(b) 归纳逻辑编程方法

归纳逻辑编程方法将图数据表示成一系列 Horn 子句，使用归纳逻辑编程系统进
行推理 [116]。该类方法的优点是能保证挖掘结果的完整性，并且可以与背景知识相结

合。然而，该类方法通常具有极高的计算复杂性，无法应用于数据量较大的环境 [80]。

(c) 图论方法

图论方法目前被广泛研究，近几年，文献中出现的频繁子图挖掘算法都属于此类
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方法。图论方法是使用图论中的数学概念来表示和评价子图，通过枚举候选子图和裁

剪模式搜索空间等技术来挖掘所有频繁子图。这类方法既可以保证挖掘结果的完整性，

又比贪心搜索方法和归纳逻辑编程方法具有更高的挖掘效率。根据图模式搜索空间遍

历方式的不同，图论方法又可以分为以下两类:

1⃝基于 Apriori 方法 (也称宽度优先搜索方法)

基于 Apriori 方法利用支持度的反单调性质裁剪候选频繁子图。支持度的反单调
性质定义如下: 如果一个子图 P 是频繁的，那么 P 的所有子图也是频繁的；如果一个

子图 P 是不频繁的，那么 P 的所有超图也是不频繁的。基于 Apriori方法宽度优先遍
历模式搜索空间，在得到大小为 K 的所有频繁子图之后，连接产生大小为 K+1的候

选频繁子图，然后利用支持度的反单调性质删除候选子图中的非频繁子图，最后扫描

数据库，确定剩余候选子图的支持度，得到大小为 K + 1 的所有频繁子图。过程迭代

进行，直到发现全部频繁子图为止。此类方法的代表算法包括 AGM [68–70]，FSG [83,85],
Path-Join [45] 等。它们之间的区别在于: AGM采用一次增加一个结点的方式来扩展子
图模式，FSG 采用一次增加一条边的方式来扩展子图模式，而 Path-Join 采用路径作
为子图模式的扩展单元。基于 Apriori 方法的优点是结构清晰、容易实现。但此类方
法由于要逐层枚举候选频繁子图，因此会产生大量的中间结果，消耗过多的存储空间。

而且，为确定每个候选子图的支持度需要进行大量子图同构测试，从而造成很多不必

要的计算。

2⃝模式增长方法 (也称深度优先搜索方法)

模式增长 (pattern-growth) 方法克服了上述 Apriori 方法的缺点，采用深度优先
方式遍历模式搜索空间，此类方法通常的策略是，在某个频繁子图 p 的基础上，扩展

产生 p 的孩子 (p 的超图模式) 并计算它们的支持度，对 p 的每个频繁孩子，以深度

优先方式继续扩展，直到发现全部频繁子图为止。此类方法的代表算法包括 MoFa [20]，

gSpan [145]，FFSM [66]，GASTON [103]，MoSS [21] 等。与基于 Apriori 方法相比，模式
增长方法具有如下优点: 由于避免重复产生大量的中间结果，因而有更高的内存利用
率；在扩展某个频繁子图 p 时，可以同时计算 p 的孩子的支持度，因而有更高的挖掘

效率。

模式增长方法是目前最好的频繁子图挖掘方法。在此类方法的众多挖掘算法中，

gSpan [145] 算法在挖掘效率、内存利用率、可扩展性等多个性能指标方面都非常突出，

是目前最有效的频繁子图挖掘算法之一 [136]。

为进一步提高挖掘效率，研究人员又提出了许多优化策略，主要包括: 利用并行
技术提高挖掘效率 [24]；利用数据库的索引技术改善挖掘大型数据库时的效率 [128]；利

用嵌入列表 (embedding list) 技术减少子图同构测试次数 [66,83]；利用图划分的分治策
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略，减少子图同构时子图的规模，以及支持数据库动态更新时挖掘频繁子图 [129]；为

图模式设计规范化形式，避免了同一个图模式在挖掘过程被多次枚举 [66,69,83,145]；通

过减少最右扩展的候选子图数量来提高 gSpan 的挖掘效率 [11]。

此外，研究人员还针对具体的应用背景以及特殊的图类型，提出了一些有针对性

的频繁子图挖掘算法。文献 [35] [114] [121] [159] 给出了频繁子树挖掘算法。文献 [76]
给出了一种频繁拓扑子图的挖掘算法。文献 [64] 给出了一种在外平面图上挖掘频繁子
图的算法，并给出一个多项式时间内的子图同构算法。

(2) 几何图

如果标号图中的每个结点带有二维或三维空间坐标信息，该图被称为几何图。从

几何图数据中挖掘频繁子图，需要给出几何同构的精确定义，几何同构除了要保证拓

扑结构相同、边和结点标号匹配，还要保证结点坐标相同。在实际应用中，结点坐标

依赖于给定的坐标轴，因此在确定几何同构时还应允许对几何图进行几何转换。常用

的三种几何转换分别是旋转、平移、拉伸。针对具体的应用背景，应由用户指定允许

的几何转换组合或者由用户提供的新的几何转换。几何转换影响几何同构的定义。例

如，在图 ?? 中，如果在几何同构的定义中允许旋转、平移、拉伸这三种几何转换，那
么 r1 几何同构于 r2，r3 和 r4；如果在几何同构的定义中允许旋转、平移这两种几何

转换，那么 r1 几何同构于 r3 和 r4；如果在几何同构的定义中只允许平移这一种几何

转换，那么 r1 仅与 r4 几何同构。

r2

r1

r3

r4

图 1 几何图同构

在实际应用中，由于存在测量误差和计算误差，在几何同构时，不可能保证结点

坐标之间完全匹配。因此，几何同构时，我们应允许结点坐标之间存在小的误差。给

定两个几何图 G1 和 G2，设 Φ 是 G1 和 G2 之间满足标号图同构定义的双射函数，T

是允许的几何转换集合，r 是结点坐标之间允许的最大误差，如果对 G1 中任意结点

v，都有 |T (c(v))− c(Φ(v))| ⩽ r(其中 c(v) 表示 v 的坐标)，那么称 G1 r-误差几何同构
于 G2。几何图中频繁子图挖掘问题的定义如下: 给定一个几何图数据库 D，一个最小

支持度阀值 min_sup(0 ⩽ min_sup ⩽ 1)，一个允许的几何转换操作集合 T，以及一个
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结点坐标之间允许的最大误差 r，挖掘至少在 min_sup×|D| 个图中出现的所有 r-误
差几何连通子图。

文献 [84] 给出了一个从几何图数据中挖掘频繁子图的算法 gFsg。gFsg 允许旋转、
平移、拉伸这三种几何转换以及它们的组合。为了提高挖掘效率，gFsg 利用图签名加
速几何同构的计算过程。图签名是一种几何转换不变量，例如: 边之间的夹角在几何
转换之后仍保持不变。gFsg 在判断两个几何图 G1 和 G2 是否存在几何同构之前，先

计算 G1 和 G2 的图签名，如果它们的图签名不匹配，那么说明 G1 和 G2 之间一定不

存在几何同构。通过这种方式，gFsg 极大地提高了几何同构的计算效率。

(3) 关系图

关系图本质上是标号图的一种特例。与标号图相比，关系图有三个不同的特征: (a)
关系图中任意两个结点的标号都不相同，因为每个结点表示一个不同的对象；(b) 关
系图通常很大，可能包含几千个结点和几百万条边；(c)为了使挖掘出来的频繁子图有
实际意义，通常要求频繁子图还必须满足一些特定的约束，例如，要求频繁子图有高

连通性。关系图挖掘的应用领域包括生物网络、社会网络、传感器网络等各种大规模

网络。

因为关系图是标号图的一种特例，所以可以使用标号图的频繁子图挖掘算法来挖

掘关系图。然而，利用关系图自身的特征，可以设计更加高效的挖掘算法。例如: 由于关
系图中任意两个结点的标号都不相同，因此我们可以在多项式时间内解决子图同构问

题。文献 [150]给出了两个从关系图中挖掘高连通性的频繁闭图模式算法 CLOSECUT
和 SPLAT。CLOSECUT 采用模式增长方法，而 SPLAT 采用模式归约方法。

(4) 不确定图

由于测量仪器的局限性、数据噪声等原因，不确定性在实际应用中普遍存在，在

很多图数据中也是如此。例如:计算生物学中的蛋白质交互网络就是一种不确定图，其
中的结点表示蛋白质，边表示蛋白质之间的交互 (PPI)。由于实验检测方法的局限性，
很多 PPI是不确定的，经常使用可靠性指数来度量 PPI真实存在的可能性。目前，从
不确定图中挖掘频繁模式的研究还很少。文献 [171] 给出了第一个从不确定图数据中
挖掘频繁子图的算法 MUSE。MUSE首先提出了一种新的数据模型来表示图的不确定
性，然后给出了一种新的频繁子图支持度定义，并证明这种支持度定义满足反单调性

质。在此基础上，MUSE 采用深度优先搜索方式挖掘全部频繁子图。在挖掘过程中，
MUSE 使用了一种高效的支持度计算方法和一系列搜索空间裁剪技术，来尽可能地降
低子图同构测试次数。
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1.2.1.1.2 单图模型

在单图模型中，输入是一个非常大的图，该图可能包含多达几千万个结点。例

如:www 本身就是一个大图。单图模型的应用领域包括 www 研究、社会网络分析等。
在单图模型上进行频繁子图挖掘就是寻找在这个大图中多次出现的子图。但是，

单图模型中图模式支持度的定义更复杂。在图集合模型中，一个图模式的支持度是根

据该模式在多少个图中出现来确定的，而不是根据该模式在一个图中出现了多少次。

在单图模型中，因为一个图模式在一个大图中多次出现可能存在边重叠的情况，所以

该模式的支持度有两种不同的定义方式。一种定义方式不允许边重叠，图模式的支持

度是边不重叠情况下出现的最大次数。另一种定义方式是允许边重叠，图模式的支持

度仅由该模式出现的次数确定。例如，在图 2 中，图 (a) 表示需要计算支持度的图模
式 P，图 (b) 表示输入的单图 G。图模式 P 在单图 G 中出现了三次，如图 2(c)(d)(e)
所示。如果使用第一种支持度定义方式，不允许边重叠，那么图模式 P 在 G 中的支

持度是 2。如果使用第二种支持度定义方式，允许边重叠，那么图模式 P 在 G中的支

持度是 3。当使用第二种支持度定义方式时，支持度不再具有向下闭包的性质。

[图模式 P ]

(a)

[单图 G]

(b)

[嵌入 1]

(c)

[嵌入 2]

(d)

[嵌入 3]

(e)
图 2 单图环境中图模式支持度的两种不同定义

与图集合模型相比，在单图模型上挖掘频繁子图的研究工作相对较少。早期的研

究工作主要采用贪心算法，如 SUBDUE [61]和 GBI [157]。贪心算法的缺点是不能保证挖

掘结果的完整性。文献 [86] 给出了两种在单图模型上挖掘频繁子图的算法 HSIGRAM
和 VSIGRAM。HSIGRAM和 VSIGRAM之间的区别在于，HSIGRAM采用宽度优先
搜索方式遍历图模式空间，而 VSIGRAM采用深度优先搜索方式遍历图模式空间。为
了利用支持度的反单调性质，HSIGRAM和 VSIGRAM均采用第一种支持度定义方式，
即图模式的支持度定义为边不重叠情况下出现的最大次数。HSIGRAM 和 VSIGRAM
都假定输入的单图中存在大量的不同标号，否则算法不能在可接受时间内终止。

无论是图集合模型还是单图模型，目前频繁子图挖掘存在的主要问题不是算法的

挖掘效率，而是输出的频繁子图模式数量太多，冗余太多。在实际应用中，用户需要

的是一个冗余小并且有意义的子图模式集合。文献 [75] [127] [141] [143] 给出了频繁项
集的一些压缩表示方法。但这些方法最初的设计目标都是用来将频繁项集压缩成一个
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小的代表项集集合，而不是将任何类型的频繁模式（如图模式）压缩成一个小的代表

模式集合。因此，这些方法或者不能用于图数据库，或者效率不高。目前，频繁子图

模式的压缩是一个重要挑战，这方面的研究工作才刚刚开展，取得的成果还非常少。

1.2.1.1.3 频繁子图搜索算法的完整性和策略

对频繁子图的挖掘，可以从搜索算法的完整性和策略这两方面分别讨论，从完整

性的角度，当前搜索算法可以分为不精确搜索和精确搜索 [170]。

（1）不精确搜索算法

不精确搜索算法往往用近似计算来衡量两个图的相似程度，即任意两个子图只需

要在某种程度上与候选子图近似即可。该类方法难以找到全部的频繁子图，但能够大

幅提高计算效率。GREW [87] 作为一类经典的不精确子图搜索算法，致力于利用启发

式的方法，寻找单个大规模图上的垂直–不连接子图。FASs [6] 作为基于模糊搜索的频

繁子图挖掘方法，一方面引入计算团方法降低了对子图挖掘数量的需求，另一方面尝

试在多图集合中挖掘频繁子图，其效果也非常显著。

（2）精确搜索算法

事实上，大部分的频繁子图搜索算法都是精确搜索，该类算法与不精确搜索算法

的最大区别在于，其挖掘结果是完整的，换言之，精确搜索算法能够在给定数据中找

到全部频繁子图。文献 [131] 中的工作基于 MapReduce，尝试从给定的大规模结点分
类图数据集中搜索得到所有的频繁子图。具体而言，该方法分为两个阶段，第一阶段

对图中的每个结点挖掘其局部频繁子图，而后对全部结点的子图进行过滤。第二阶段，

使用过滤后生成的候选子图集来计算得到的每个图的频率。

1.2.1.1.4 动态图上的频繁子图挖掘

随着对图数据的深入研究，包含时间信息的动态图越发得到研究者们的重视 [5]。

现有的频繁子图挖掘方法无论是事务性挖掘还是单图挖掘，都集中在静态图上 [46]。然

而，当图数据需要大量动态更新时，对子图的搜索匹配就变得更具挑战性。Cao [49] 等

人提出了一种近似分布式的方案，将静态的子图索引改进为动态的子图索引，并扩展

到大规模动态图上。Ray [30] 等人提出了 StreamFSM 方法，作为动态图上频繁子图挖
掘的近似解。具体而言，在图数据更新后，该方法专注于挖掘更新数据周围的采样区

域，但要求图数据是批量添加和更新的。

1.2.1.1.5 流环境下的图模式挖掘

近年来，在流环境下挖掘图模式的研究工作正在逐渐受到关注 [112]。流模型往往

假设输入可以在数据的多次传递中按照规定顺序读取，而用于计算的随机存取存储器

(RAM)的总量与输入的大小呈次线性关系。图模式挖掘在流环境下的任务目标是减少
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数据的传递次数，同时使用于存储中间结果的 RAM 量最小化。
Bifet 等人讨论了在不断演变的数据流上对频繁闭合图进行挖掘的可行性，提出

了一种增量式的图挖掘方法 [17]。该方法基于这样一个假设，即数据总是以图的形式到

达。在这种情况下，当数据按照批次传输时，该方法都会对最新批次的数据进行闭合

子图挖掘，同时更新频繁闭合图集。

Angel 等人研究了如何在流式边缘权重更新的情况下，不仅能维护密集子图，还
能将实时识别应用于社交媒体流 [12]。该工作构建了一个实体图，其结点对应于现实世

界的实体，结点间边的权重对应于它们在帖子中的关联程度。给定用户生成的帖子流，

可以获得上述实体之间的相应边缘权重更新流。

1.2.1.1.6 大规模图模式挖掘

随着人类生产、生活方式的不断更新与进步，在此过程中产生的数据量也与日俱

增。图数据正朝着大规模、多尺度的方向发展，如何在大规模图数据上进行模式挖掘，

已经成为研究者们日益关注的焦点 [13]。

以 MRPF [97] 方法为例，其致力于从复杂的大规模图中进行模式挖掘。该方法主

要分为四个步骤，首先对大规模图数据进行分布式存取，而后实现了结点的邻居结点

查找与模式初始化，接下来通过基于 MapReduce pass 实现模式扩展和频率计算，最
后将任务划分为多个大小相同的子任务，每个子任务又被分配到集群结点上。

Luo 等人提出了一种在 MapReduce 框架下对图数据库进行子图搜索的方法 [98]。

该方法首先为数据库中的图构建倒序的边索引，而后通过索引来搜索与查询子图相关

的图数据，从而作为查询结果输出。事实上，该方法执行了两个 MapReduce作业来构
建倒序索引。其中，第一个作业负责为图数据库中的每个唯一边构建倒序索引，第二

个作业则为这些倒序的索引来构建索引。

此外，也有许多工作关注于全局图模式的挖掘，全局图模式的挖掘的本质与描述

性统计中使用的特征度量（如均值、方差和偏斜）非常相似。如 HADI [37] 算法，致

力于在 MapReduce 上挖掘海量图中的全局图模式，已被用于分析最大的公共网络图，
具有数十亿个结点和边的规模。

1.2.1.2 基于约束的图模式挖掘

基于约束的图模式挖掘就是在挖掘频繁子图时，附加额外的约束条件，要求发现

满足约束条件的所有频繁子图。目前，这方面的研究工作都是在图集合模型上进行的。

解决这个问题的最简单的方法就是先产生所有频繁子图，然后再逐一检查每个频繁子

图是否满足约束条件。显然，这种方法效率太低，而且没有利用约束条件对图模式搜

索空间进行有效的裁剪。基于约束的图模式挖掘主要研究如何将约束条件集成到挖掘
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过程中以提高挖掘效率。根据约束条件的类型，基于约束的图模式挖掘又可分为:(1)
基于统计约束的图模式挖掘；(2) 基于结构约束的图模式挖掘。

基于统计约束的图模式挖掘就是对频繁子图的统计特性附加额外的约束条件。两

个典型的例子为挖掘频繁闭图模式 (如果频繁图模式 p 的所有真超图的支持度都与 p

不相等，那么称 p 为频繁闭图模式) 和挖掘极大频繁图模式 (如果频繁图模式 p 的所

有真超图都不是频繁的，那么称 p 为极大频繁图模式)。文献 [146] 提出了一个频繁闭
图模式挖掘算法 CloseGraph。CloseGraph 建立在 gSpan [145] 的 DFSCode 枚举框架
上。同时，CloseGraph 提出了一些新的概念，如等价出现、早期终止等，来帮助裁剪
图模式搜索空间中不含有闭图模式的分枝。挖掘频繁闭图模式可以减少输出图模式的

数量。而且，从频繁闭图模式可以恢复所有频繁子图的支持度。然而，频繁闭图模式

的数量仍然很大。用户还需要从大量挖掘结果中再次选择真正有意义的图模式。为此，

研究人员又提出了两个挖掘极大频繁图模式的算法 SPIN [67] 和 MARGIN [122]。挖掘

极大频繁图模式可以极大地减少输出模式的数量。然而，该方法不能恢复所有频繁子

图的支持度。而且，该方法会丢失一些真正有意义的图模式。

基于结构约束的图模式挖掘就是对频繁子图的拓扑结构附加额外的约束条件。限

定图模式大小、连通度、密度、直径的取值范围是常见的结构约束条件。另外，限定

图模式是否包含某个特定子结构也是一种常见的结构约束条件。文献 [168] 提出了一
些图数据上特有的结构约束，并对结构约束进行系统的分类。文献 [168] 还给出了合
并各种约束条件的一个通用的挖掘框架 gPrune。频繁集团挖掘是最常见的基于结构约
束的图模式挖掘。文献 [107] 提出了一个从图集合中挖掘类集团 (quasi-clique) 的算法
Crochet，但是 Crochet 要求集团必须在所有图中都出现。文献 [130] 提出了一个从图
数据库中挖掘频繁闭集团的算法 CLAN。后来，文献 [161] 扩展了算法 CLAN，提出
了挖掘频繁闭类集团的算法 Cocain。文献 [162] 又扩展了算法 Cocain，从基于磁盘的
图数据库中挖掘频繁闭类集团。密度约束是一类重要的结构约束，因为高密度子图通

常代表高度相关的对象。文献 [50] 提出了一种以数据流的方式挖掘 www 上稠密子图
的算法。文献 [65] 给出了一个在生物网络中挖掘稠密子图的算法。连通度约束也是一
类重要的结构约束，因为高连通子图通常代表联系紧密且稳定的群体。文献 [150] 给
出了两个从关系图中挖掘高连通性的频繁闭图模式算法 CLOSECUT 和 SPLAT。本
质上，频繁子树挖掘 [114,121] 也属于基于结构约束的图模式挖掘。

基于约束的图模式挖掘还存在如下问题:(1) 现有方法通常只考虑如何利用单一约
束条件。在实际应用中，用户可能需要利用多个约束条件。如何将多个约束条件最优地

集成到挖掘过程中，使整体挖掘效率最大化是基于约束挖掘面临的一个重要挑战。(2)
约束条件的选择依赖于具体的应用。如何为用户推荐合适的约束条件，最大限度地减

轻用户的工作量是基于约束挖掘面临的另一个重要挑战。
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1.2.1.3 相关图模式挖掘

相关图模式挖掘是数据挖掘领域中的一个重要研究内容。从关系数据库中挖掘相

关性已有大量的研究成果，然而，从图数据库中挖掘相关性的研究工作还很少。

文献 [78]给出了在图数据中挖掘与给定查询子图统计相关的全部子图模式的算法
CGSearch。CGSearch 采用 Pearson 相关系数 (Pearson correlation coefficient) 作为相
关性度量指标，挖掘全部与给定查询子图的 Pearson 相关系数不小于某一阈值的子图
模式。CGSearch通过两步得到最终的结果集。第一步，根据相关系数的阀值，导出与给
定查询子图统计相关的图模式的支持度范围；然后利用这个支持度范围，在给定查询

子图的支持集上挖掘频繁子图，形成候选集。第二步，利用一些启发式规则和 Pearson
相关系数的定义提纯候选集，得到最终的结果集。CGSearch 的作者在文献 [79] 中扩
展了 CGSearch 算法，提出了 CGSearch∗ 算法。CGSearch∗ 预先存储图数据库中的频

繁子图，当给定查询子图具有高支持度时，CGSearch∗ 不需要挖掘图数据库，通过查

询预先存储的频繁子图，就可以形成候选集。文献 [79] 也考虑了如何扩展 CGSearch∗

处理通用的相关性度量。

文献 [104]把相关性度量 h-confidence的概念扩展到图环境中，如果几个图模式构
成的集合使得 h-confidence 度量大于某个用户给定的阀值，那么就认为这几个图模式
高度相关，它们构成的集合被称为超集团模式。文献 [104] 还给出了一个算法 HSG 挖
掘所有的超集团模式。HSG 利用 h-confidence 度量的上界设计有效的裁剪技术，同时
根据子图的特定顺序，采用深度优先 (或宽度优先) 的搜索策略挖掘所有超集团模式。

1.2.1.4 基于意义度量的图模式挖掘

在实际应用中，用户需要的是真正有意义的图模式。目前，有少量研究工作考虑

如何度量图模式的意义，并挖掘使意义度量最大的图模式。

文献 [58] 评价了频繁子图的统计意义。频繁子图首先被表示成一个特征向量，向
量的基本元素根据领域知识由用户来选择。频繁子图的统计意义由对应向量的统计意

义来确定。向量在随机向量数据库中支持度的概率分布根据该向量基本元素的先验概

率来计算。向量的统计意义由该向量实际支持度的 p-值来确定。该方法属于模式后处
理方法，需要先挖掘所有频繁子图，当频繁子图数量很多时，该方法的效率低下。而

且，缺乏领域知识的用户很难确定向量的基本元素及其先验概率。

文献 [144] 研究了如何利用图数据库挖掘使用户给定的意义度量最大化的图模式，
并给出了一个通用的挖掘框架 LEAP。LEAP 使用了两种新的技术:(1) 结构跳跃搜索；
(2)频度递减挖掘。文献 [144]发现结构相似的图模式在意义度量上的差别也不大。结构
跳跃搜索利用了这个性质，跳过图模式空间中类似的分枝，以提高挖掘效率。文献 [144]
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还发现图模式的意义度量和支持度存在一定的相关性，最有意义的图模式的支持度通

常情况下不是很小。频度递减挖掘利用了这个性质，每次固定某个支持度阀值，遍历

图模式空间挖掘该阀值下最有意义的图模式。然后，将支持度阀值减小一半，再次遍

历图模式空间挖掘最有意义的图模式。这个过程一直迭代下去，直到最有意义的图模

式的度量值收敛。而且，LEAP 方法并不限于某个特定的意义度量，而是适用于用户
给定的任何意义度量。实验结果显示，LEAP 方法在某些图数据库上比传统的分枝限
界算法快一个数量级。

文献 [111] 给出了一个可扩展的算法 GraphSig，可以从图数据库中挖掘具有统计
意义的图模式。GraphSig 需要根据领域知识选择一个有意义的特征集合，特征的先
验概率可以通过实验计算获得。GraphSig 进行了如下工作: 首先，GraphSig 把数据
库中的每个图转换成一个特征向量集合，每个特征向量对应图中的一个区域。然后，

GraphSig挖掘产生特征向量，识别出有意义的子特征向量。每个有意义的子特征向量
可能对应一个特定的有意义子图。对每个有意义的子特征向量，把含有对应子图的区

域放在一起构成一个图集合。最后，在每个图集合上，GraphSig 使用高支持度阀值挖
掘频繁子图，得到原始图数据库中那些具有低支持度并且具有统计意义的图模式。

1.2.2 图查询

计算机视觉等领域很早就有关于图匹配算法的研究，但这些研究只考虑少量图数

据的情况。近年来，随着图数据的大量积累，图数据的查询问题逐渐受到研究者们的

关注。在关系数据库中，有效的索引方法可以极大地改善查询处理性能。受这一思想

的启发，研究者们提出了一些图数据的索引方法和查询处理技术。

图查询可分为子图查询 (subgraph query)、超图查询 (supergraph query)、子图形
似性搜索 (subgraph similarity search) 等。

1.2.2.1 子图查询

子图查询问题定义如下: 输入是一个图数据库 D 和查询图 q，输出是 D 中包含 q

的图集合，即 {g|g ∈ D ∧ q ⊆ g}。
从方法论的角度考虑，子图查询处理方法可分为两类。第一类方法是基于特征的

查询处理方法。初始阶段，根据一定的选取规则生成索引特征，并创建索引结构。当查

询图 q给定时，根据 q包含的索引特征，通过某些过滤手段对图数据库进行过滤，形成

规模较小的候选集。最后，在候选集上执行子图同构测试并得到最终的结果集。该类

方法通常采用如下的过滤规则:设 Index是索引特征集合，F = {f |f ⊆ q∧f ∈ Index}
是查询图 q 包含的索引特征集合，Df 是数据库 D 中包含特征 f 的图集合，则查询
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图 q 的候选集为 Cq =
∩

f⊆F

Df。基于特征的查询处理方法具体涉及的技术包括: (1) 基

于路径的图索引方法 GraphGrep [113]；(2) 基于频繁子图的图索引方法 gIndex [147,148]

和 FG-index [34]；(3) 基于频繁子树的图索引方法 TreePi [163]；(4) 基于归纳子图的图
索引方法 GDI [134]；(5) 基于频繁子树和鉴别子图 (discriminative subgraph) 的图索引
方法 Tree + Delta [167]。第二类方法将图数据组织成一个特殊的索引结构，当查询图

到来时，利用这个索引结构进行有效的搜索。这类方法主要包括 Closure-Tree [57] 等。

Closure-Tree 借鉴 R-tree 的思想，将图数据组织成一个闭包树 (Closure-Tree)。闭包
树中的叶结点代表数据库中的图，中间结点代表该结点所有后裔的一个图闭包 (graph
closure)。Closure-Tree 的查询处理过程分为两个阶段。第一个阶段，Closure-Tree 遍
历闭包树，如果某个中间结点不含有查询图，则裁剪以该结点为根的分枝，遍历完成

之后得到候选结果集 (闭包树中的叶结点)。第二个阶段，在候选集上执行子图同构测
试，确定最终的结果集。

此外，在特定的环境中，利用背景知识也可以提高查询处理效率，例如，用于化

合物数据的图索引方法 GString [74]。

1.2.2.2 超图查询

超图查询问题定义如下:输入是一个图数据库 D 和查询图 q，输出是 D 中被 q 包

含的图集合，即 {g|g ∈ D ∧ g ⊆ q}。目前，超图查询的研究工作还比较少，已知的方
法包括 cIndex [28] 和 GPTree [164]。

cIndex 采用基于特征的查询处理方法。初始阶段，cIndex 使用在数据库中频繁出
现而在查询日志中很少出现的子图模式作为索引特征，建立索引结构。当查询图 q 给

定时，cIndex仍然采用“过滤−验证”机制，根据不被 q包含的索引特征，通过某些过滤

手段对图数据库进行过滤，形成规模较小的候选集。最后，在候选集上执行子图同构测

试并得到最终的结果集。cIndex 采用如下的过滤规则: 设 Index 是索引特征集合，Df

是数据库 D 中包含特征 f 的图集合，则查询图 q 的候选集为 Cq = D−
∪

f /∈q∧f∈Index
Df。

GPTree通过多种方式来提高超图查询处理效率。GPTree首先提出了一种图编码
方法 GVCode，根据这种编码方法，GPTree设计了一种图数据库的压缩组织方法。然
后，给出了生成索引特征的一个精确算法和一个近似算法，并利用索引特征的最优排

序来提高查询处理效率。最后，GPTree 基于数据库的压缩组织提出了一种多到一的
子图同构检测算法。实验结果表明，GPTree 方法的查询处理时间比 cIndex 方法快一
个数量级。
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1.2.2.3 子图相似性搜索

在子图查询中，当数据库中不存在查询图的精确匹配时，返回结果为空。如果在

图匹配时允许存在小的误差，可以返回近似包含查询图的图集合，那么这样的查询被

称为子图相似性搜索。

文献 [149]和 [152]研究了图数据库中子图相似性搜索问题，提出了一个结构过滤
算法 Grafil。Grafil通过把查询图的边松弛比转化成最大允许的特征丢失，在执行结构
相似性计算之前可以过滤掉数据库中很多不满足条件的图，以提高子图的相似性搜索

性能。为了处理满足距离约束的子图查询，文献 [151] 给出了一个基于查询图划分的
算法 PIS。Grafil 和 PIS 只支持特定的相似性度量。然而，也有存在多种图的相似性
度量，例如:基于编辑距离的相似性度量，基于最大公共子图的相似性度量等。所有的
相似性度量都适用于特定的应用领域。因此，需要研究支持其他相似性度量的查询处

理技术以及支持多种相似性度量的查询处理技术。

1.2.3 图分类

图分类是图挖掘领域的一个重要研究分支。它的基本任务就是通过学习已知类别

图数据建立分类预测模型，实现对未知类别图数据的自动分类。图分类方法大致可分

成两类:(1) 基于特征的分类方法；(2) 基于核函数的分类方法。

1.2.3.1 基于特征的分类方法

基于特征的分类方法是先将图数据转换成特征向量，然后再使用传统分类方法

(例如支持向量机) 构造分类模型。按照特征来源的不同，基于特征的分类方法又可
分为: (1) 基于物理化学特性的分类方法；(2) 基于拓扑特征或几何特征的分类方法。
基于物理化学特性的分类方法由领域专家根据应用背景和领域知识事先指定合适

的理化特征 (例如: 分子重量、原子电子密度等) 作为分类特征，构造分类模型。其优
点是方法简单，避免出现“过拟合”现象。缺点是表达能力不足，会丢失图数据的重

要信息，导致分类性能较差。

基于拓扑特征或几何特征的分类方法主要是使用频繁拓扑子图或频繁几何子图作

为分类特征进行分类 [42,43]。该类方法的优点是可以获得任意拓扑 (或几何) 结构的特
征，具有良好的分类性能和扩展性。缺点是挖掘频繁子图时，最小支持度参数很难确

定。如果最小支持度设置过高，只能产生少量极其频繁的图模式，极大地降低了分类

器的准确率；如果最小支持度设置过低，产生的图模式数量又太多，分类模型很难构

造，甚至频繁子图挖掘算法都不能在合理的时间内完成挖掘任务。
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1.2.3.2 基于核函数的分类方法

基于核函数的分类方法在很多应用中已被证明优于其他的方法 [63]。为此，研究人

员针对图分类问题，提出了一系列图核函数 [22,48,63,77,99]。本质上，图核函数可以看作

两个图之间的相似程度的一种度量。例如:将图分解成基本成分集合，两个图的核函数
可以定义为对应基本成分集合交集的大小。文献 [63] 给出了一种基于环模式的图核方
法。该方法根据图中环模式集合和树模式集合定义图核函数，然后利用支持向量机进

行分类。然而，该核函数的计算只适用于环个数被某一常数所限制的图。而且这种分

类方法只在图中具有天然环结构（例如:化合物）的情况下才具有较高的分类性能。如
果图中没有环结构或者只有少量环结构，那么该方法并不可行。文献 [77] 和 [99] 给出
了一种基于随机游走的图核方法。文献 [22] 给出了一种基于最短路径的图核方法。文
献 [48] 给出了一种最优局部分配的图核方法。通常基于核函数的分类方法具有良好的
分类性能。然而，很多图核函数的计算都是 NP 完全问题。因此，很多图核方法的可
扩展性差，只适用于小规模的图数据。

1.2.4 生物信息学上的子图挖掘及潜在医学应用

子图挖掘方法已被广泛地应用于各种生物医学问题，其理论基础在于，许多生物

特征和数据集可以表示为一个图或图的集合，这使得子图挖掘方法在生物信息学领域

依然有效 [102]。

通常来说，生物信息数据需要从传统格式转换为图表示，这意味着在某些环境下

会出现数据信息丢失的问题。然而，即便如此，子图挖掘方法带来的优势也远超其劣

势。对于生物信息学上的子图挖掘方法，包括处理多图的问题和处理单图的问题。其

中，在多个图中进行子图挖掘的方法往往关注于尽可能地在这些图中找到至少出现过

一次的子图。从生物信息学的角度来看，这可能表明它们间的生物学相关性。下面将

介绍子图挖掘方法在生物信息学领域的经典应用场景，并阐述其潜在的医学价值。

1.2.4.1 生物分子数据库上的子图挖掘

这是最为经典的一类应用场景，事实上，生物分子数据集也经常被当作开发新的

子图挖掘方法的基准 [105]。具体而言，数据集中的每个图代表一个分子，分子的原子

被视为结点，原子之间的共价键被视为边 [100]。因此，该类图上的边是无向的，但有

时会存在附加信息，如对边进行标记以表示键的类型，或加权以表示键的强度或长度。

在该类数据集上进行的子图挖掘往往关注于发现与化学、物理或生物特征相关的常见

分子结构（例如:苯环或二硫键），这对于发现新的药物化合物有很大的潜在应用价值。
通过挖掘那些已知对常见模式具有特定药物活性的分子，研究者们可以通过搜索包含
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已识别子图的未研究分子来识别潜在的新候选分子。

1.2.4.2 蛋白质结构上的子图挖掘

蛋白质的三维结构通常可以表示图结构，但并非建立在单个原子的水平上，而是

在氨基酸残基的水平上。值得注意的是，图表示化的蛋白质结构往往会忽略为构建这

些结构而存在的化学键，更多地关注于那些非常接近的氨基酸，无论它们之间是否存

在实际键。因此，蛋白质的不同氨基酸残基被表示为图中的结点，如果残基在三维蛋

白质结构中的空间接近，那么两个结点用边联结。结点间的距离在生物学上有着实际

的意义，假设两个氨基酸足够接近，那么理论上它们就可能会相互作用或以某种方式

相互影响。挖掘得到的子图是由在蛋白质数据集中以较高频率出现的氨基酸残基模式

组成的。虽然子图挖掘的任务目标可能相当多样化，但最常见的是将找到的子图与蛋

白质功能相关联。事实上，这些子图模式通常代表进化保守的三维结构或结构域，这

可能表明它们在这些蛋白质中具有生物学功能 [15]，并且可以反过来用作功能预测的特

征。

1.2.4.3 系统发育树上的子图挖掘

表示序列之间相似性的系统发育树的构建是生物信息学中常见的内容。由于树是

一种特定类型的图，因此子图挖掘的方法可以很容易地应用在系统发育树上以找到相

关子树。在这种情况下，结点代表包含在原始数据集中用于比较不同基因、蛋白质、物

种或其他感兴趣的生物实体，并辅以表示推断祖先的分枝结点。边代表研究实体与其

祖先之间的关系。系统发育子树的挖掘与在更大的系统发育树集合中发现稳健的系统

发育关系最为相关。例如，许多用于研究序列之间进化关系的方法都会生成大量不同

的树，每棵树都代表一种潜在的系统发育可能性。因此，一种常见的方法是搜索共识

树，即包含大多数生成的树都同意的系统发育关系的单一树。通过挖掘不同的解决方

案，可以找到那些频繁子树，并组合成共识解决方案。

1.2.5 图数据挖掘与机器学习

随着图数据的规模和应用场景的不断扩大，对图结构数据中信息的抽取与分析也

成为越来越多的研究者关注的重点。传统的子图结构挖掘更多地关注于对图结构的抽

取，但对于图中信息的传递及附加的特征往往难以深入分析。因而，对图数据进行更

深层次的挖掘逐渐成为研究者们日益关注的焦点 [139]。

随着机器学习技术的不断发展，深度神经网络凭借其高效、鲁棒的特性快速地蔓

延到不同的研究领域，许多研究者将这种技术应用到图的领域，出现在网络表征学习、
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图神经网络等研究方向。这些方向的本质都在于使用先进的机器学习技术实现图中的

数据挖掘。因而，当下的数据挖掘研究与机器学习技术逐渐密不可分。

近十年来，涌现了大量的图学习（图挖掘）方法，按照不同的技术基础可主要分

为三类: 基于随机游走的方法、基于矩阵分解的方法和基于深度学习的方法，接下来
将分别进行介绍。

1.2.5.1 基于随机游走的方法

随机游走是一种方便有效的网络采样方式 [138]。该方法可以生成结点序列，同时

保留结点之间的原始关系。基于网络结构，图学习方法可以生成顶点的特征向量，使

得下游任务可以在低维空间中挖掘网络信息。作为经典的图学习技术之一，随机游走

在对图数据的降维中发挥着重要作用。

图结构数据具有各种数据类型和结构。图中编码的信息与图结构和顶点属性有关，

这是影响信息推理与分析的两个关键因素。在实际应用中，很多图只有结构信息，而

缺少顶点属性信息。因此，对图结构的学习成为图学习工作一直以来的重点关注领域。

近十年来，图学习的方法不断涌现，它们保留了丰富的网络结构信息。Deep-
Walk [108] 和 Node2vec [52] 是生成基本网络拓扑信息的网络表示的两种代表性方法。将

结点视为单词并将生成的随机顶点序列视为单词序列（句子），模型可以通过这些将序

列输入 Word2vec 模型 [93] 来学习顶点的嵌入表示。而图学习的模型往往都基于这样

一个基础原理，即两个行为、偏好或特征相似的结点，它们的嵌入向量的投影或距离

应当尽可能接近。

1.2.5.2 基于矩阵分解的方法

矩阵本身可以表示结点间的关系，而矩阵分解是一种将矩阵简化为其分量的方法，

往往被用来学习图特征和结点嵌入。早期的图学习方法通常使用基于矩阵分解的方法

来解决图嵌入问题。矩阵分解的输入是表示为图形的非关系高维数据特征，输出是一

组结点嵌入。基于矩阵分解的图学习主要有两种类型，一种是图拉普拉斯矩阵分解，另

一种是结点邻接矩阵分解。

1.2.5.2.1 图拉普拉斯矩阵分解

图拉普拉斯矩阵分解有两种，即转导矩阵分解和归纳矩阵分解。前者只嵌入训练

集中包含的顶点，后者可以嵌入训练集中不包含的顶点。文献 [29]中设计了通用框架，
文献 [142] 总结了基于图拉普拉斯矩阵分解的图学习方法。此外，图结构可以通过使
用局部回归模型和基于局部和全局回归映射的全局回归过程来捕获 [155]，而全局几何

可以通过使用局部样条回归 [140] 来保留。
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1.2.5.2.2 结点邻接矩阵分解

矩阵分解的另一种方法是直接分解结点邻接矩阵。一般来说，矩阵分解可用于从

非关系数据中学习图结构，适用于学习齐次图。基于矩阵分解，可以在低维空间中逼

近顶点邻近度。保持顶点邻近度的目的是使误差最小化。工作 [51] 中采用了顶点邻近
矩阵的奇异值分解（SVD）。还有其他方法（例如: 正则化高斯矩阵分解 [10]、低秩矩阵

分解 [153]）可以用于求解 SVD。

1.2.5.3 基于深度学习的方法

深度学习是过去几年最热门的领域之一。经典的神经网络模型，如递归神经网络

（RNN）、卷积神经网络（CNN），难以扩展到图结构的数据上，因此研究者们对这些
神经网络进行了扩展。具体来说，可分为五类，即: 图卷积网络、图注意力网络、图自
编码器、图生成网络和图时空网络 [137]。

1.2.5.3.1 图卷积网络

图卷积网络 (GCN) 将卷积操作从传统数据（图像或网格）推广到图数据 [81]。其

关键在于学习映射函数，通过聚合结点自身的特征和邻居结点特征来生成结点以表示

向量。图卷积网络在构建许多其他复杂的图神经网络模型中发挥着核心作用。

1.2.5.3.2 图注意力网络

图注意力网络 (Graph Attention Networks) 与 GCN 略有相似，都是通过构建寻
求聚合函数来融合图中的相邻结点、随机游走或候选模块，以学习图中结点的表示向

量。其关键区别在于图注意力网络采用注意力机制，将更大的权重分配给更重要的结

点、游走路径或模块，再与端到端框架内的神经网络参数一起学习。

1.2.5.3.3 图自编码器

图自动编码器是无监督学习下的框架，旨在通过编码器学习低维结点向量，然后

通过解码器重建图数据。图自动编码器是学习图嵌入的一种流行方法，适用于没有属

性信息的普通图 [25] 以及属性图 [106]。对普通图来说，许多算法通过构建具有丰富信息

的新矩阵（即逐点互信息矩阵）或将邻接矩阵送到自动编码器中捕获一阶和二阶信息。

对属性图来说，图自动编码器模型更倾向于使用 GCN 作为编码器的构建块，并通过
链路预测解码器重构时的结构信息。

1.2.5.3.4 图生成网络

图生成网络旨在从数据中生成合理的结构。在给定图经验分布的情况下生成图从

根本上具有挑战性，主要是因为图是复杂的数据结构。从而，研究者们将生成过程分
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解为交替形成结点和边，以采用生成对抗式的训练过程 [18]。化合物合成是图生成网络

中的一个有前途的应用领域。在化学图中，原子被视为结点，化学键被视为边缘，其

任务目标是发现具有某些化学和物理特性的新的可合成分子。

1.2.5.3.5 图时空网络

图时空网络旨在从时空图中学习潜在图模式或信息，这在交通预测和人类活动预

测等许多应用中越来越重要。例如，底层道路交通网络是一个自然图，其中每个关键

位置都是一个结点，其交通数据被持续监控。通过开发有效的图时空网络模型，可精

确把控整个交通系统的交通状态 [158]，其关键思想在于同时考虑空间依赖和时间依赖。

当前可利用很多图时空网络的方法将 GCN 和 RNN 或 CNN 模型相结合，来捕捉时

间与空间上的结点依赖关系，从而完成建模。

1.2.6 图挖掘领域的其他研究工作

给定一个大规模复杂网络 (例如: 互联网、社会关系网络、文献引用网络、交通网

络等)，为分析结点之间的关系，研究人员提出了连接子图 (connection subgraph)挖掘

问题。连接子图挖掘就是从复杂网络中挖掘能够最好描述给定结点之间关系的连通子

图。文献 [47] 给出了挖掘两个结点之间连接子图的算法。文献 [82] 和 [123] 给出了挖

掘 k ⩾ 2 个结点之间连接子图的算法。文献 [124] 研究了如何从有向图中挖掘连接子

图。

在实际应用中，大规模复杂网络的属性 (如顶点数、边数、直径等)、结构会随时间

而变化。研究复杂网络的变化趋势将有重要的指导意义。文献 [92] 发现了复杂网络的

直径随时间变小的现象。文献 [14]发现了社会网络中群体现象的形成规律。文献 [117]

使用信息论的方法发现了动态网络中的社团结构 (community)。文献 [120] 使用组合

优化方法发现了动态网络中的社团结构。文献 [118] 提出了动态 tensor 分析技术。文

献 [36] 将动态网络上的社团发现描述为 tensor 分解的问题，并提出了一种分解算法。

文献 [89] 提出了一种动态网络中未来网络结构的预测算法。文献 [154] 研究了挖掘极

大频繁模式 (包括挖掘极大频繁图模式)问题的复杂性，证明了统计极大频繁模式个数

问题是 #-hard。文献 [73]研究了图的性质空间。文献 [115]使用最小描述长度 (MDL)

原理研究了单个大图的压缩表示方法。文献 [91] 研究了大图中的采样问题。文献 [59]

在不确定图中计算最可靠子图。
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1.3 本书的主要研究工作

1.3.1 本书的主要研究问题

本书主要研究图模式挖掘技术，研究的具体内容包括以下几个方面:
(1) 研究从图数据库中挖掘代表模式问题。目前的频繁子图挖掘算法通常会产生

大量的甚至指数级数量的频繁子图模式。大量的输出结果严重地影响了挖掘算法的可

用性。为了减少输出的图模式数量，研究人员提出了两种解决方法: (a) 挖掘频繁闭图
模式；(b)挖掘极大频繁图模式。第一种解决方法严格强调图模式的支持度，使得输出
的图模式数量仍然很大。第二种解决方法只输出搜索空间中边界上的图模式，使得很

多有意义的图模式不能被产生。为此，本书提出了一种新的解决方法——挖掘代表模
式。具体研究问题定义如下: 给定一个图数据库、一个最小支持度阀值和一个代表质
量阀值，挖掘一个代表模式集合 RS，使得对任意频繁子图模式 P，都存在一个代表

模式 R ∈ RS，R 能很好地代表 P。优化目标是最小化代表模式的数量 |RS|。
(2) 研究从图数据库中挖掘核心子结构问题。很多高效的频繁子图挖掘算法已经

被提出。然而，频繁子图挖掘算法输出的很多图模式都没有实际意义，例如:只有一条
边的图模式没有任何意义。为了得到有意义的图模式，研究人员经常对图模式的拓扑

结构施加某种限制，挖掘具有特殊拓扑结构的图模式。例如:挖掘集团模式、挖掘类集
团模式、挖掘高连通性的图模式等。然而，实际应用中很多有意义的图模式并不具有

这些特殊的结构约束，而且定义结构约束需要用户具备丰富的领域知识。为了克服现

有方法的缺点，本书提出一个新的研究问题: 挖掘图数据库中的核心子结构，例如从
化合物中挖掘功能团。针对实际应用中核心子结构的特征，给出了核心子结构的形式

化定义，称为 ∆-跳跃模式。如果在数据库 D 上图模式 p 的支持度与 p 的任何真超图

的支持度相比都大于一个整数 ∆，那么称 p 为 D 上的 ∆-跳跃模式。具体研究问题定
义如下: 给定一个图数据库 D、一个最小支持度阀值和一个跳跃距离阀值 ∆，挖掘 D

中的所有频繁 ∆-跳跃模式。
(3) 研究基于联合意义度量的 Top-K 图模式挖掘问题。目前，与图模式挖掘有关

的绝大部分研究主要集中在如何高效地挖掘频繁子图，以及频繁子图的各种简洁表示

(例如: 频繁闭图模式、极大频繁图模式)。然而，很少有研究考虑如何根据用户给定的
意义度量来挖掘图模式。本质上，频繁子图挖掘所使用的支持度恰恰是一种特殊的意

义度量。在不同的应用中，用户很可能需要不同的意义度量。因此，设计针对通用意义

度量的图模式挖掘算法将有广泛的应用背景。给定一个意义度量，一个直观的图模式

挖掘方法就是传统 Top-K 挖掘，即对所有可能的图模式根据度量值的大小递减排序，
输出前 K 个图模式。然而，传统 Top-K 挖掘并不考虑图模式之间的相关性，输出的
Top-K 模式在结构上非常相似。如果用户得到其中一个图模式，则对其他图模式就失
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去了兴趣。在实际应用中，用户需要的是一个多样化而有意义的图模式集合。为了克

服传统 Top-K 挖掘方法的缺点，本书提出一个新的研究问题: 基于联合意义度量挖掘
Top-K 图模式。联合意义度量的作用域是图模式集合而不是图模式，因此充分考虑了
图模式之间的相关性。具体研究问题定义如下: 给定一个图数据库 D，一个最小支持

度阀值 min_sup，一个联合意义度量 M，一个整数 K，从所有频繁图模式中选择 K

个图模式 {P1, P2, . . . , Pk}，使得 M({P1, P2, . . . , Pk}) 最大化。

(4)研究图的分类问题。图分类与预测是图挖掘的一个重要研究分支，在医学、生
物学等领域有着广泛的应用背景。基于频繁模式的分类方法在关系数据上已被证明具

有分类准确率高、可扩展性好等优点。随着各种图模式挖掘技术的进步，本书主要研

究如何利用图模式对图数据进行分类。

1.3.2 本书的主要研究成果

(1) 提出从图数据库中挖掘代表模式问题及其有效的解决方法。给出了挖掘代表
模式问题的形式化定义，并证明了该问题是 NP-hard问题。提出了一系列新的概念:δ-
覆盖图、跳跃值、δ-跳跃模式等。发现了 δ-跳跃模式的一个重要性质:δ-跳跃模式一定
是代表模式。提出了挖掘代表模式的三个算法: RP-FP，RP-GD，RP-Leap。RP-FP
和 RP-GD 挖掘覆盖所有频繁图模式的代表模式集合，RP-Leap 挖掘近似覆盖频繁图
模式的代表模式集合。RP-FP 先挖掘频繁闭图模式和 δ-跳跃模式，然后搜集完整的
覆盖信息，最后通过求解最小集合覆盖问题来计算代表模式。由于利用了 δ-跳跃模式，
RP-FP 比挖掘代表项集的算法 RPglobal 有更紧的近似比。然而，当频繁闭图模式数
量较多时，RP-FP效率低。为了克服 RP-FP的弱点，RP-GD直接从图数据库中挖掘
代表模式。RP-GD 利用了遍历图模式空间时图模式的输出顺序，每当一个图模式 P

输出时，RP-GD 先测试 P 是否是 δ-跳跃模式，如果是，RP-GD 就用 P 创建一个新

的代表模式；否则，RP-GD 搜索已有的代表模式集合，测试 P 是否能被覆盖。如果

P 能被覆盖，RP-GD 继续处理下一个输出的图模式；否则，RP-GD 使用一些贪心策
略创建一个新的能覆盖 P 的代表模式。为进一步改善 RP-GD 的效率，本书又提出了
三个新的启发式策略: 最后成功最先测试，反向路径跟踪，基于侄子代表的覆盖，来
加速覆盖测试过程。算法复杂性分析显示，当频繁闭图模式数量较多时，RP-GD 的
效率要远远高于 RP-FP 的效率。由于 RP-GD 需要顺序扫描每个频繁闭图模式，但
RP-GD 的效率仍然低于 CloseGraph 的效率。为此，本书又给出了另一个更高效的算
法 RP-Leap，来挖掘一个近似的代表模式集合。RP-Leap 利用了图模式搜索空间中大
量分枝之间的相似性，快速地跳过那些几乎不产生代表模式的分枝，极大地提高了挖

掘效率。实验结果表明:(a) RP-FP，RP-GD，RP-Leap 能得到一个小的覆盖 (或近似
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覆盖) 所有频繁图模式的代表模式集合；(b) RP-GD 的挖掘效率远远高于 RP-FP 的
挖掘效率，而在结果质量方面，RP-GD 类似于 RP-FP；(c) RP-Leap 以丢失少量代表
模式为代价，取得了比 RP-GD 快一个数量级的性能改善。由于图代表了最通用的模
式类型，本书给出的三个代表模式挖掘算法也能用来挖掘其他类型的代表模式 (例如:
项集代表模式、序列代表模式、树代表模式等)。

(2) 提出从图数据库中挖掘核心子结构问题及其有效的解决方法。针对实际应用
中核心子结构的特征，本书给出了核心子结构的形式化定义，称为 ∆-跳跃模式。并发
现了 ∆-跳跃模式的很多重要性质:(a)∆-跳跃模式是稳定的，它们对噪声和数据的变化
不敏感，而且 ∆ 值越大，它们的抗干扰能力越强；(b) 挖掘跳跃模式能极大地减少输
出模式的数量，使得后续的分析工作量被大大简化，提高了挖掘结果的可用性；(c)挖
掘跳跃模式能使有意义的图模式保留在挖掘结果中。然而，跳跃模式不具有反单调性

质，挖掘它们非常具有挑战性。本书通过仔细研究跳跃模式自身的特性，提出了两种

新的裁剪技术，基于内扩展的裁剪和基于外扩展的裁剪。利用这两种裁剪技术，设计

了一个高效的跳跃模式挖掘算法 GraphJP。在理论上，严格地证明了这两种裁剪技术
的正确性以及挖掘算法 GraphJP 的正确性。实验结果表明: 这两种新的裁剪技术能有
效地裁剪图模式搜索空间，算法 GraphJP 能高效、可扩展地挖掘频繁跳跃模式，而
且挖掘结果中含有图数据库中的核心子结构。本书给出的 ∆-跳跃模式定义，挖掘算法
GraphJP 也容易被扩展来挖掘其他类型的跳跃模式 (例如: 项集跳跃模式、序列跳跃
模式、树跳跃模式等)。

(3) 提出基于联合意义度量的 Top-K 图模式挖掘问题及其有效的解决方法。讨
论了适用于图模式集合的联合意义度量，并利用信息论中的概念 (联合熵和信息增益)
给出了两个具体的问题定义 MES 和 MIGS，证明了它们是 NP-hard 问题。为了挖
掘联合意义度量下的 Top-K 图模式，提出了两个高效的挖掘算法 Greedy-TopK 和
Cluster-TopK。Greedy-TopK 先产生频繁图模式 (或频繁闭图模式)，然后增量贪心地
选择 K 个图模式。如果用户给定的意义度量满足 submodular 性质，那么 Greedy-
TopK 就能提供近似比保证。为了进一步提高 Greedy-TopK 的效率，又针对 MES 和
MIGS 这两个具体问题的意义度量设计了一系列有效的裁剪技术，将其嵌入频繁子图
挖掘框架中帮助裁剪图模式搜索空间。然而，当频繁图模式 (或频繁闭图模式)的数量
较大时，Greedy-TopK 仍然效率低、可扩展性差。为此，又设计了另一个更高效的算
法 Cluster-TopK。Cluster-TopK先从图数据库中挖掘所有频繁图模式的一个代表模式
集合，然后从代表模式中增量贪心地选择 K 个图模式。Cluster-TopK 最大的优点是
无需产生频繁图模式 (或闭图模式) 就能快速地从图数据库中挖掘一个代表模式集合。
因为代表模式的数量通常比闭图模式的数量少很多，所以 Cluster-TopK 的贪心选择
也比 Greedy-TopK 的贪心选择快很多。而且，本书从理论上证明了 Cluster-TopK 产
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生的解和 Greedy-TopK产生的解非常接近。实验结果表明:在结果质量和可用性方面，
本书提出的 Top-K 挖掘远远优于传统的 Top-K 挖掘。Cluster-TopK 比 Greedy-TopK
快一到两个数量级。而且，Cluster-TopK的挖掘结果质量非常接近于 Greedy-TopK的
挖掘结果质量。Greedy-TopK 和 Cluster-TopK 是通用的 Top-K 挖掘算法，也适用于
其他的联合意义度量和模式类型 (例如: 项集模式、序列模式、树模式等)。

(4) 提出了一种基于频繁闭显露模式的图分类框架 CEP。CEP 包括三个步骤: 挖
掘频繁闭图模式；过滤非显露模式；构造分类规则。第一步，CEP 挖掘所有频繁闭图
模式作为候选分类特征。第二步，CEP 保留频繁闭图模式中的显露模式。该步需要
计算图模式在不同类别数据库中的支持度，涉及大量子图同构测试。为改善算法效率，

CEP将频繁闭图模式组织成一个树型结构 T。对数据库中的每个图 G，采用深度优先

方式遍历树 T。在遍历过程中，利用反单调性质进行裁剪，如果 G 不包含结点 P，那

么 G 也不可能包含 P 的孩子结点。通过这种方式，可以极大地减少子图同构测试次

数。第三步，CEP 根据剩余的显露模式构造分类规则。在构造分类规则时，提出了一
个新的特征选择方法，该方法既考虑显露模式如何覆盖图数据，又考虑显露模式在图

数据中如何分布。实验结果显示:CEP具有良好的分类性能。而且，领域专家也容易理
解和利用 CEP 产生的分类规则。

1.4 本书的章节安排

本书其他章节的安排如下: 第 2 章介绍代表模式挖掘算法；第 3 章介绍跳跃模式
挖掘算法；第 4 章介绍基于联合意义度量的 Top-K 挖掘算法；第 5 章介绍基于显露
模式的图分类方法。
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2.1 引言

近年来，科学与工程领域积累了大量可用图来建模的数据，如化合物的分子结构、

蛋白质交互网络、社会网络等。设计基于图的挖掘算法已成为数据挖掘领域中一项重

要的研究课题。目前，很多高效的频繁子图挖掘算法 [20,66,69,83,103,145] 已经被提出。然

而，大多数情况下，这些挖掘算法将产生大量的甚至指数级数量的频繁子图。大量的

输出结果严重地影响了挖掘算法的可用性。

挖掘频繁子图的一个最主要的应用就是通过分析发现的图模式来获取图数据库中

的有用信息。例如:在化学信息学领域，化学家们经常需要研究在某类化合物中分子的
子结构和化学性质之间的关系。在使用某个频繁子图挖掘算法产生该类化合物的所有

频繁子结构之后，化学家们再使用某个可视化工具将产生的频繁子结构及其相关信息

（如支持度）显示在屏幕上，然后根据自己的领域知识逐个分析每个频繁子结构，以发

现某些子结构和该类化合物的化学性质之间的关系。这种分析的工作量与产生的频繁

子结构数量成正比。因此，对于这样的分析，如果挖掘算法能产生一个小的而有意义

的子结构集合，那么将极大地减轻化学家们的工作量。不幸的是，目前存在的频繁子

图挖掘算法都会产生大量的图模式。例如: 文献 [146] 显示，在一个常用的抗艾滋病病
毒的化合物集合 CA 上，即使将支持度设置为 10%，也将输出 15 000 多个频繁子结

构。手动地分析这么多的子结构是极其困难的。同样地，在生物学领域，生物学专家

在挖掘基因相关网络时也会遇到类似的问题。例如: 在基于中等规模的微阵列数据建
立的基因相关网络中，使用图模式挖掘算法 Splat [150] 也将产生几千个网络模式。

为了减少输出图模式的数量，两类主要的解决方法已经被提出:(1) 挖掘频繁闭图
模式 [146]；(2) 挖掘极大频繁图模式 [67,122]。如果频繁图模式 p 的所有真超图的支持度

都与 p 不相等，那么称 p 为频繁闭图模式。如果频繁图模式 p 的所有真超图都不是频

繁的，那么称 p 为极大频繁图模式。第一类解决方法严格强调图模式的支持度，使得

输出图模式的数量仍然很大（见 2.5.2 节的实验）。第二类解决方法只考虑了图模式的

结构信息，使得很多图模式的支持度信息丢失，很多有意义的图模式不能被产生（见

2.5.7 节的实验）。

实际上，可以用一个小的代表模式集合来概括地表示所有频繁图模式，使得领域

专家只分析这个小的代表模式集合就足以了解图数据库中的信息。请看下面的实例，图
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1 显示了 5 个化合物的子结构，这 5 个子结构是由从一个真实的化合物集合 NCI/CA
中使用 10%的支持度挖掘出来的频繁子结构的一个子集。子结构 P1，P2，P3，P4，P5

的支持度分别是 27.7%，28.6%，29.1%，15.4%，16.1%。根据闭图模式的定义，这 5
个子结构都将被闭图模式挖掘算法输出。然而，我们注意到，P1，P2 和 P3 在结构上

非常相似，而且 P1，P2 和 P3 的支持度也非常接近。同时，P1 又是 P2 和 P3 的超图。

因此，P1 非常适合作为 P2 和 P3 的代表模式。同样地，P4 和 P5 在结构上非常相似，

它们的支持度也非常接近。P4 又是 P5 的超图，P4 非常适合作为 P5 的代表模式。本

质上，对如图 1 所示的 5 个图模式，只产生两个代表模式 P1 和 P4，将它们提供给领

域专家就足够了。领域专家通过分析这两个代表模式，就可以获得足够多的有用信息。

P1 P2
P3

P4 P5

N C C

C

O

N C C

C

O

N C C

C

O

C

C C

C

C

C

N

C

C C

C

C

C

N

O

O

图 1 NCI/CA 中频繁子结构的一个子集

上面的例子说明: 对频繁图模式集合，我们应该产生一个合适的代表模式集合并
将它提供给用户。而且，代表模式的数量越少越好。得到代表模式的一个常规做法就

是将所有频繁图模式聚类成若干个组，从每组中选择一个代表模式，该代表模式能很

好地代表该组中的其他图模式。例如，在图 1 中，子结构 P1 可以作为 {P1，P2，P3}
这一组的代表模式。为了保证结果质量，代表模式和被代表模式之间的某个距离度量

值不应大于用户给定的参数 δ。如果一个模式 P 可以代表另一个模式 P
′，那么称 P

能 δ-覆盖 P
′，或者称 P

′ 能被 P δ-覆盖（见后面 δ-覆盖的定义）。δ-覆盖有时也简称
为覆盖。本章的研究问题定义如下: 给定一个图数据库、一个最小支持度阀值和一个
距离阀值，挖掘一个代表模式集合 RS，使得对任何频繁图模式 P，都存在一个代表

模式 R ∈ RS，R 能覆盖 P。优化目标是最小化代表模式的数量 |RS|。本章严格地证
明了该问题是一个 NP-hard 问题。

据我们所知，尽管从数据库中挖掘代表项集问题已有文献 [141] 涉及（见 2.2 节

相关工作），然而从图数据库中挖掘代表图模式问题，目前还没有人研究。本章主要

研究如何高效地从图数据库中挖掘代表模式。在 δ-覆盖概念 [141](如果 P ⊆ P
′，并且

P 和 P
′ 之间的距离小于或等于 δ，那么称 P

′
δ-覆盖 P ) 的基础上，本章提出了三个

新的概念:δ-覆盖图、跳跃值、δ-跳跃模式。如果图模式 P 与 P 的任何真超图之间的

距离值都大于 δ，那么称 P 为 δ-跳跃模式。本章证明了所有的 δ-跳跃模式一定是代表
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模式。利用 δ-跳跃模式的这个性质，本章给出了两个从图数据库中挖掘代表模式的算
法:RP-FP 和 RP-GD。

2.4.1.1 节中的引理 2.4.1 显示: 如果一个代表模式集合 RS 能覆盖所有的频繁闭

图模式，那么 RS 也一定能够覆盖所有的频繁图模式。因此，我们只需要挖掘覆盖频

繁闭图模式的代表模式集合。

RP-FP从频繁闭图模式中计算代表模式，包含四个步骤:(1) RP-FP从图数据库中
挖掘频繁闭图模式和 δ-跳跃模式；(2) RP-FP 计算不能被 δ-跳跃模式覆盖的频繁闭图
模式集合 E；(3)RP-FP在 E 上搜集完整的覆盖信息，对每个 P ∈ E，RP-FP搜集所有
能覆盖 P 的图模式；(4) 在第三步完成之后，问题被转化成了一个最小集合覆盖问题。
RP-FP 使用求解最小集合覆盖问题的贪心算法来计算能覆盖 E 的最小代表模式集合。

由于利用了 δ-跳跃模式，我们证明了 RP-FP 比挖掘代表项集的算法 RPglobal [141] 有

更紧的近似比。然而，当频繁闭图模式数量较大时，RP-FP效率较低，因为 RP-FP在
第三步搜集完整的覆盖信息时，必然涉及大量的子图同构测试。子图同构测试 [39] 已

被证明是 NP-hard问题，因此，我们需要更高效的算法来尽可能地降低子图测试次数。
为了克服 RP-FP存在的弱点，RP-GD直接从图数据库中挖掘代表模式。RP-GD

利用了现有的闭图模式挖掘算法 CloseGraph [146] 遍历图模式空间时输出的图模式顺

序。每当有一个图模式 P 被挖掘算法输出时，RP-GD 先测试 P 是否是 δ-跳跃模式，
如果 P 是 δ-跳跃模式，RP-GD 就用 P 创建一个新的代表模式；否则，RP-GD 搜索
已有的代表模式集合，测试 P 是否能被已有的代表模式覆盖。如果 P 能被某个已有

的代表模式覆盖，RP-GD 继续处理下一个输出的图模式；否则，RP-GD 使用一些贪
心策略创建一个新的能覆盖 P 的代表模式。在 RP-GD 算法中，一个关键的步骤就是
测试已有的代表模式是否能覆盖当前输出的图模式。为了加速这个测试过程，本章提

出了三个新的启发式策略: 最后成功最先测试，反向路径跟踪，基于侄子代表的覆盖，
来提高 RP-GD 的效率。最后，通过算法的复杂性分析，我们在理论上严格地证明了:
当频繁闭图模式数量较大时，RP-GD 的效率要远远高于 RP-FP 的效率。
尽管 RP-GD 的效率极大地优于 RP-FP 的效率，RP-GD 仍然要顺序扫描 Close-

Graph输出的每个闭图模式，这使得 RP-GD的效率仍然低于 CloseGraph的效率。当
支持度阀值过低时，CloseGraph 的挖掘效率仍然很低。在实际应用中，如果能更高效
地得到一个近似覆盖所有频繁图模式的代表模式集合，也是用户非常乐意接受的。鉴

于上述原因，本章又给出了一个更高效的算法 RP-Leap，来挖掘一个近似的代表模式
集合。RP-Leap 利用了图模式搜索空间中大量分枝之间的相似性，快速地跳过那些几
乎不含有代表模式的分枝，极大地提高了挖掘效率。而且，RP-Leap 得到的代表模式
集合能覆盖绝大部分的频繁图模式。

大量真实数据和合成数据上的实验结果显示:(1)RP-FP，RP-GD，RP-Leap 能得

- 27 -



图模式挖掘技术

到一个小的覆盖（或近似覆盖）所有频繁图模式的代表模式集合；(2) 在挖掘效率和
结果质量方面，RP-FP 优于挖掘代表项集的算法 RP-global；(3) 当频繁闭图模式数
量较大时，RP-GD 的挖掘效率远远高于 RP-FP 的挖掘效率。而且，在结果质量方面，
RP-GD 类似于 RP-FP。δ-跳跃模式和新提出的启发式策略是非常有效的，它们能使
RP-GD 的效率提高 5 倍；(4) 尽管 RP-Leap 会丢失少量代表模式，但 RP-Leap 却能
比 RP-GD 快一个数量级。而且，RP-Leap 得到的代表模式集合能覆盖所有频繁图模
式的 97% 以上；(5) 最后，通过对化合物的分类实验，证明了基于代表模式构造的分
类器在分类性能方面不低于基于闭图模式构造的分类器，从而证明了代表模式的可用

性。

综上，本章的主要贡献如下:第一，提出了一个新的研究问题，从图数据库挖掘代
表模式，并证明了该问题是 NP-hard 问题。第二，提出了 δ-跳跃模式的概念，并证明
了所有 δ-跳跃模式一定是代表模式。第三，利用 δ-跳跃模式的性质和图模式空间中多
个分枝之间的相似性，提出了三个挖掘代表模式的算法 RP-FP，RP-GD，RP-Leap。
第四，实验结果验证了算法的效率和挖掘结果的可用性。

本章的内容安排如下:2.2节介绍相关工作；2.3节介绍图模式挖掘的相关概念，提
出一系列新的概念，给出问题的形式化定义，并证明问题的复杂性；2.4节给出挖掘代

表模式的三个算法 RP-FP，RP-GD，RP-Leap，以及算法复杂性分析；2.5 节通过实

验验证算法的效率和挖掘结果的质量；2.6 节对本章进行小结。

2.2 相关工作

很多文献中已经提出了频繁子图挖掘算法。它们大致可分为两类，第一类算法根据

Apriori性质使用逐级搜索策略来枚举所有频繁子图，如 AGM [69] 和 FSG [83]，第二类

算法采用深度优先搜索策略来枚举所有频繁子图，如 Mofa [20]，gSpan [145]，FFSM [66]，

GASTON [103]。通常第二类算法比第一类算法有更好的内存利用率，因而具有更高的

挖掘效率。

因为本章的内容与 gSpan [145]，CloseGraph [146] 密切相关，所以接下来会详细地讨

论它们。gSpan是目前最有效的频繁子图挖掘算法之一 [136]，gSpan使用一种规范的编
码系统，把每个图都映射成唯一对应的深度优先编码 (DFSCode)，所有 DFSCode定义
了一种字典顺序。为了防止同一个频繁子图被多次访问，当扩展图模式时，gSpan只在
最右路径的结点上执行最右扩展。gSpan以 DFSCode字典顺序由小到大地输出每个频
繁子图。CloseGraph [146]是著名的闭图模式挖掘算法，它建立在 gSpan的 DFSCode枚
举框架上。同时，CloseGraph提出了一些新的概念，如等价出现、早期终止等，来帮助裁
剪图模式搜索空间中不含有闭图模式的分枝。正如文献 [146]中，存在一些情况，简单
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地使用早期终止可能会丢失某些闭图模式。为了保证挖掘结果的完整性，CloseGraph
又提出了一个失败检测的方法，来检测早期终止的所有可能失败的情况。然而，在某

些情况下 [135]，CloseGraph 给出的失败检测方法不是很有效，而且，文献 [146] 也指
出，失败检测方法会使 CloseGraph 的效率下降大约一半。

挖掘代表图模式问题和挖掘代表项集问题密切相关。将频繁项集概括成一个小的

代表项集问题 [7,75,127,141,143] 已经被广泛地研究。

自从关联规则挖掘问题 [8] 被 Aggrwal 提出之后，出现了很多高效的频繁项集挖
掘算法 [8,9,55,71]。然而，目前频繁项集挖掘算法存在的主要问题不是挖掘算法的效率，

而是输出的大量频繁项集使得挖掘算法难以被应用。近年来，数据挖掘工作者开始研

究如何用少量代表项集来近似表示所有频繁项集。Afrati 等人 [7] 使用极大频繁项集里

面的 K 个项集来近似表示所有频繁项集。Yan 等人 [143] 假定所有 1-项集之间相互独
立，并利用这种独立性模型以概要 (profile) 的形式来概括表示所有频繁项集。Xin 等
人 [141] 计算能 δ-覆盖所有频繁项集的最小代表项集集合。在文献 [127]中，一个更复杂
的模型——马尔科夫随机域模型被使用，以逐层的方式来概括表示所有频繁项集。在
文献 [75] 中，作者基于一个概率模型，提出了一系列规约方法来概括表示所有频繁项
集。这些方法绝大部分都属于模式后处理方法，需要先得到所有频繁项集，然后根据

提出的模型将所有频繁项集概括成一个小的代表项集集合。而且，这些方法最初的设

计目标都是用来将频繁项集概括成一个小的代表项集集合，而不是将任何类型的频繁

模式（如图模式）概括成一个小的代表模式集合。因此，这些方法不能用于图数据库，

或者用于图数据库时效率很低。

文献 [75] [127] [143] 中的方法不能被扩展并用于图数据库，因为它们使用的模
型在图环境中根本不成立。如果将文献 [7] 中的方法用于图数据库，大部分频繁图模
式的支持度信息将丢失，因为该方法得到的仅仅是极大频繁模式集合的一个子集合。

文献 [141] 提出了两个算法，RPglobal 和 RPlocal，来计算 δ-覆盖频繁项集的最小代
表项集集合。RPglobal 和 RPlocal 都需要执行大量的覆盖测试（测试一个项集是否
能覆盖另一个项集），覆盖测试的代价和次数是算法性能的决定性因素。为了改善效

率，RPglobal 和 RPlocal 使用了类似于 FP-tree [55] 的数据结构来存储代表项集和频

繁项集以减少覆盖测试的次数，降低覆盖测试的代价。然而，这些有效的数据结构在

图的环境中无法使用。而且，在图环境中，覆盖测试包含子图同构测试，子图同构测

试的代价要远远大于项集包含测试的代价。因此，对图数据库中的代表模式挖掘问题，

RPglobal 和 RPlocal 算法可扩展性很差，效率也很低。另外，RPlocal 算法本身是基
于 FP-Growth 算法 [55] 设计的，因此，RPlocal 并不能直接用于图数据库。

类似于频繁项集挖掘的情况，挖掘频繁子图经常会产生指数级数量的图模式，使

得挖掘结果难以被利用。为了解决这个问题，本书提出两个主要的方法:(1) 挖掘频繁
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闭图模式 [146]；(2) 挖掘极大频繁图模式 [67,122]。第一类方法严格强调图模式的支持度，

使得图模式的输出数量仍然很大（见 2.5.2 节的实验）。第二类方法只考虑搜索空间中

边界上的图模式，使得一些重要的图模式丢失（见 2.5.7 节的实验）。文献 [56] 提出从
极大频繁图模式集合中选择一个正交的代表子集，然而，该方法得到的只是极大频繁

图模式集合的一个子集，因此仍然会丢失一些重要的图模式。

2.3 预备知识

本节介绍图模式挖掘的一些基本概念。本章主要考虑连通的无向标号简单图，通

过简单修改，本章提出的方法也适用于有向图、无标号图和不连通图。如无特别说明，

本书中的图均指连通的无向标号图。

定义 2.3.1(标号图) 将一个标号图 G定义为一个四元组 G = {V,E,Σ, L}，其中，
V 代表图中顶点的集合，E = V × V 代表图中边的集合，Σ 代表顶点标号与边标号的

集合，L 是标号函数，用来对顶点和边分配标号，即 L : V ∪ E → Σ.
作为一种通用的数据结构，标号图可以用来表示数据内部的各种复杂关系，在很

多应用领域中被广泛使用。例如:在化学领域，标号图可以表示化合物的拓扑结构，其
中顶点对应不同的原子，而边对应不同的化学键。在生物学领域，标号图可以表示蛋

白质交互网络，其中顶点对应不同的蛋白质，而边对应蛋白质之间的交互。此外，像

社会网络、传感器网络等都可以用标号图来建模。

本书中多次用到图同构和子图同构的概念，下面给出它们的数学定义。

定义 2.3.2(图同构) 给定两个图 G = {V,E,Σ, L} 和 G′ = {V ′, E ′, Σ ′, L′}，若存
在一个双射函数 f : V ↔ V

′，满足如下条件:
(1) ∀u ∈ V, L(u) = L′(f(u))；

(2) ∀u, v ∈ V, ((u, v) ∈ E) ↔ ((f(u), f(v)) ∈ E ′)；

(3) ∀(u, v) ∈ E,L(u, v) = L′(f(u), f(v))，

则称 G 与 G
′ 同构，记为 G = G

′。

定义 2.3.3(子图同构) 给定两个图 G = {V,E,Σ, L} 和 G′ = {V ′, E ′, Σ ′, L′}，若
存在一个单射函数 f : V → V ′，满足如下条件:
(1) ∀u ∈ V, L(u) = L′(f(u))；

(2) ∀u, v ∈ V, ((u, v) ∈ E) ⇒ ((f(u), f(v)) ∈ E ′)；

(3) ∀(u, v) ∈ E,L(u, v) = L′(f(u), f(v))，

则称 f 是一个从 G 到 G
′ 的子图同构，也称 G 子图同构于 G

′。单射函数 f 也称为 G

在 G
′ 中的一个嵌入。

如果存在一个从 G 到 G
′ 的子图同构，那么称 G 是 G

′ 的子图，G
′ 是 G 的超图，
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记为 G ⊆ G
′。如果 G ⊆ G

′ 且 G ̸= G
′，那么 G 称为 G

′ 的真子图，G
′ 称为 G 的真

超图，记为 G ⊂ G
′。例如: 在图 1 中，P2 ⊂ P1，P3 ⊂ P1，P5 ⊂ P4。子图同构测试已

被证明是一个 NP-完全问题 [39]。如果 G ⊆ G
′，有时我们也称 G

′ 包含 G。

定义 2.3.4(支持度) 给定一个图数据库D = {G1, G2, . . . , Gn}和一个图模式 P，P

在D中的支持集定义为D中包含 P 的图集合，记为Dsupp(P ) = {Gi|P ⊆ Gi, Gi ∈ D}。
|Dsupp(P )| 称为 P 在 D 中的绝对支持度，记为 support(P ;D)。|Dsupp(P )|/|D| 称为
P 在 D 中的相对支持度。

当上下文清楚的时候，图模式 P 的绝对支持度和相对支持度都简称为 P 的支持

度，都用 support(P ;D) 表示。支持度度量具有反单调性质: 如果 P ⊆ P
′，那么有

support(P ;D) ⩾support(P ′
;D)。

定义 2.3.5(频繁图模式) 设 D = {G1, G2, . . . , Gn} 是一个图数据库，且和 P 是

一个图模式。对于用户给定的一个最小支持度阈值 min_sup，如果 support(P ;D) ⩾
min_sup，那么称 P 是 D 中的频繁图模式。

本书中，min_sup 既可以表示绝对最小支持度阈值，又可以表示相对最小支持度
阈值。

定义 2.3.6(闭图模式) 设 D = {G1, G2, . . . , Gn} 是一个图数据库，且和 P 是一

个图模式。如果在 D 中，P 的任何真超图的支持度都与 P 不相同，那么称 P 是 D

中的闭图模式。

定义 2.3.7(极大频繁图模式) 设 P 是 D = {G1, G2, . . . , Gn} 中的一个频繁图模
式。如果 P 的任何真超图都不是频繁的，那么称 P 是 D 中的极大频繁图模式。

D 中所有频繁图模式集合记为 FS = {P |support(P ;D) ⩾ min_sup}。D 中所

有频繁闭图模式集合记为 CS = {P |P ∈ FS,¬∃P ′ ∈ FS，使得 P ⊂ P
′ 并且

support(P ;D) = support(P ′
;D)}。D 中所有极大频繁图模式集合记为 MS = {P |

P ∈ FS,¬∃P ′ ∈ FS，使得 P ⊂ P
′ 并且 support(P ′

;D) ⩾ min_sup}。当上下文清楚
的时候, 我们有时用 support(P ) 表示 support(P ;D)。

采用先深搜索的办法挖掘频繁子图，会在挖掘的过程中形成一个树状的搜索空间，

这棵树的根结点为空，由根至叶按边个数递增的顺序形成树，非根结点分别代表不同

的频繁子图。整个挖掘过程是由根至叶的遍历过程。图 2显示了这个树状的搜索空间。

我们先定义一些新的概念，然后给出问题形式化定义，最后证明它是 NP-hard 问
题。

如果图模式 R 可以作为图模式 P 的代表模式，显然 R 应该是 P 的超图，并且

R 和 P 在数据库中应该经常一起出现。为了度量这两个图模式是否在数据库中经常

一起出现，我们使用了 Jaccard 距离 [72]。

定义 2.3.8(Jaccard距离) 设 P1 和 P2 是两个图模式，D 是一个图数据库。P1 和
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root

1-edge

2-edge

3-edge

n-edge

...

...

...

图 2 频繁子图的搜索空间

P2 之间的 Jaccard 距离定义如下

D(P1, P2) = 1− | T (P1) ∩ T (P2) |
| T (P1) ∪ T (P2) |

其中，T (P1) 是 D 中包含 P1 的图集合。

设 S = {P1, P2, . . . , Pn} 是一个图模式集合。直觉上，如果一个代表模式 R 能代

表 S 中所有的图模式，应有 ∀Pi ∈ S，Pi ⊆ R，并且 D(Pi, R) 应很小。为了给出形式

化定义，我们使用了 δ-覆盖的概念 [141]。其中，δ (0 ⩽ δ ⩽ 1) 是两个图模式之间的距

离阀值。

定义 2.3.9(δ-覆盖) 给定两个图模式 P 和 P
′，如果 P ⊆ P ′，并且 D(P, P ′) ⩽ δ，

那么称 P
′
δ-覆盖 P（或 P 被 P

′
δ-覆盖）。

如果图模式 R能 δ-覆盖图模式 P，那么称 R是 P 的代表模式。被图模式 R δ-覆
盖的所有图模式集合称为 R的 δ-覆盖集，记为 Setδ(R)。下面将 δ-覆盖简称为覆盖。给
定两个图模式 P 和 Pr，只有当 P ⊆ Pr 时，Pr 才有可能成为 P 的代表模式，根据反单

调性质，我们可以更容易地计算 P 和 Pr 的 Jaccard距离: D(P, Pr) = 1− |T (P )∩T (Pr)|
|T (P )∪T (Pr)| =

1− |T (Pr)|
|T (P )| = 1− support(Pr)

support(P )
。例如:在图 1中，因为 P5 ⊂ P4，D(P4, P5) = 1− support(P4)

support(P5)
=

1− 0.154
0.161

≈ 0.043。

基于 δ-覆盖的定义，还提出了几个新的概念。
定义 2.3.10(δ-覆盖图) 设 S 是一个图模式集合，δ 是距离阀值，S 的 δ-覆盖图是

一个有向图 Gδ(S) = (V,E)，其中，V 中的顶点与 S中的图模式一一对应，(Pi, Pj) ∈ E，

当且仅当 Pi δ-覆盖 Pj。

例 2.3.1 设 S = {P1, P2, P3, P4, P5, P6} 是一个图模式集合，Setδ(P4) =

{P1, P2, P4}，Setδ(P5) = {P1, P2, P3, P5}，Setδ(P6) = {P3, P5, P6}，S 的 δ-覆盖图 Gδ(S)

如图 3 所示。
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P1 P2

P4 P5

P3

P6

图 3 δ-覆盖图的一个例子

定义 2.3.11(跳跃值) 设 S 是一个图模式集合，P 是 S 中的任意一个图模式。

如果 S 中至少存在一个 P 的真超图，那么 P 在 S 中的跳跃值定义为:JVS(P ) =

min{D(P, Pi)|∀Pi ∈ S, P ⊂ Pi}，否则 JVS(P ) = +∞。

直觉上，图模式 P 在图模式集合 S 中的跳跃值恰恰是 P 与所有在 S 中的真超图

的最小距离。

定义 2.3.12(δ-跳跃模式) 设 S 是一个图模式集合，P 是 S 中的任意一个图模式。

如果 JVS(P ) > δ，那么称 P 是 S 中的 δ-跳跃模式。

例 2.3.2 图 1 显示了一个图模式集合 S。P1，P2，P3，P4，P5 的支持度分别是

27.7%，28.6%，29.1%，15.4%，16.1%。因为在 S 中，P1 是 P2 唯一的真超图，我们有

JVS(P2) = D(P1, P2) = 1− support(P1)
support(P2)

= 1− 0.277
0.286

≈ 0.031。因为在 S 中，不存在 P1 的

真超图，我们有 JVS(P1) = +∞。类似地，可以计算 JVS(P3) ≈0.048，JVS(P4) = +∞，
JVS(P5) ≈0.043。如果 δ = 0.1, 那么 P1 和 P4 是 S 中的两个 δ-跳跃模式。

引理 2.3.1 如果 P 是图模式集合 S 中的 δ1-跳跃模式，并且 δ1 > δ2，那么 P 也

是 S 中的 δ2-跳跃模式。
证明 因为 P 是 S 中的 δ1-跳跃模式，根据 δ-跳跃模式的定义，P 在 S 中的跳

跃值大于 δ1。又因为 δ1 > δ2，所以 P 在 S 中的跳跃值大于 δ2。再根据 δ-跳跃模式的
定义，可知 P 也是 S 中的 δ2-跳跃模式。 □

引理 2.3.2 假设 Gδ(S) 是图模式集合 S 的 δ-覆盖图，那么，Gδ(S) 中入度为 0
的顶点与 S 中的 δ-跳跃模式一一对应。

证明 设 N 是 Gδ(S)中任意一个入度为 0的顶点。根据 δ-覆盖图的定义，N 代
表 S 中的一个图模式 P，并且 S 中任何其他图模式都不能 δ-覆盖 P。如果 P 在 S 中

的跳跃值 JVS(P ) 小于或等于 δ，那么 S 中存在另一个图模式 P ′，使得 P ⊂ P ′ 并且

D(P, P ′) ⩽ δ。根据 δ-覆盖的定义，P 能被 P ′ δ-覆盖，产生矛盾。因此，P 在 S 中的

跳跃值 JVS(P ) 大于 δ。根据 δ-跳跃模式的定义，P 是 S 中的 δ-跳跃模式。

设 P 是 S 的任意一个 δ-跳跃模式。根据 δ-跳跃模式的定义，P 在 S 中的跳跃

值 JVS(P ) 大于 δ。如果 S 中存在另一个图模式 P ′，且满足 P ′ 能 δ-覆盖 P，那么

P ⊂ P ′ 并且 D(P, P ′) ⩽ δ。根据跳跃值的定义，JVS(P ) ⩽ D(P, P ′) ⩽ δ，产生矛盾。
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因此，P 对应 Gδ(S) 中一个入度为 0 的顶点。 □
根据引理 2.3.2 可知，在例 2.3.1 中的 P4 和 P6 是 S 中的两个 δ-跳跃模式。
引理 2.3.3 设 S 是数据库中的所有频繁图模式的集合。那么，P 是 S 中的 0-跳

跃模式，当且仅当 P 是一个频繁闭图模式，P 是 S 中的 1-跳跃模式，当且仅当 P 是

一个极大频繁图模式。

证明 设 P 是 S 中的任意一个 0-跳跃模式。根据 δ-跳跃模式的定义，可知
JVS(P ) > 0。如果 S 中存在 P ′，满足 P ⊂ P ′ 并且 support(P ) = support(P ′)，那么

JVS(P ) ⩽ D(P, P ′) = 1− support(P ′)
support(P )

= 0，这与 JVS(P ) > 0 相矛盾。因此，P 是一个

频繁闭图模式。

设 P 是 S 中的任意一个频繁闭图模式。根据闭图模式定义，S 中不存在 P ′ 满

足 P ⊂ P ′ 并且 support(P ) = support(P ′)。因此，对 P 的任意真超图 P ′，都有

D(P, P ′) = 1− support(P ′)
support(P )

> 0。根据跳跃值的定义，可知 JVS(P ) > 0。再根据 δ-跳跃
模式的定义，可知 P 是 S 中的一个 0-跳跃模式。
设 P 是 S 中的任意一个 1-跳跃模式。根据 δ-跳跃模式的定义，可知 JVS(P ) > 1。

如果 S 中存在 P ′ 满足 P ⊂ P ′，那么 JVS(P ) ⩽ D(P, P ′) = 1 − support(P ′)
support(P )

< 1，这与

JVS(P ) > 1 相矛盾。因此，P 是一个极大频繁图模式。

设 P 是 S 中的任意一个极大频繁图模式。根据极大频繁图模式的定义，S 中不

存在 P ′ 满足 P ⊂ P ′。根据跳跃值的定义，可知 JVS(P ) = +∞。再根据 δ-跳跃模式
的定义，可知 P 是 S 中的一个 1-跳跃模式。 □
引理 2.3.3说明:频繁闭图模式和极大频繁图模式都是频繁图模式集合中特殊的跳

跃模式。因此，本章给出的算法也可以直接用来挖掘频繁闭图模式和极大频繁图模式。

根据上面的定义，从图数据库中挖掘代表模式问题可以定义如下:
输入: 图数据库 DB，最小支持度阀值 min_sup，距离阀值 δ。

输出: 一个代表模式集合 RS。而且，对任意一个频繁图模式 P，RS 中都存在一

个代表模式 R，R 能 δ-覆盖 P。

优化目标: 最小化代表模式的数量 |RS|。
定理 2.3.1 挖掘代表模式问题是 NP-hard 问题。
证明 通过把最小集合覆盖问题在多项式时间内规约到挖掘代表模式问题，我

们来证明该定理。

设 SCP = (E, S)是最小集合覆盖问题的任意一个实例。其中，E = {e1, e2, . . . , en}，
S = {S1, S2, . . . , SK}。SCP 能在多项式时间内转化为挖掘代表模式问题的一个实例

的步骤如下:
1. 把 E 中的每个元素看作不同的边标号，首先构造一个含有所有边标号

{e1, e2, . . . , en} 的图 G，放入数据库 DB。图 4 显示了 G 的结构，G 中所有顶点
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的标号都相同（未标出），所有边的标号彼此都不相同。

ene
2

e
1 . . .

图 4 对应 {e1, e2, . . . , en} 的图

2. 对 S 中的每个集合 Si = (e1i , e2i , . . . , eni
i )，构造一个图（图 5），放入数据库 DB。

1e
i

e
i

ni
2e
i

. . .

图 5 对应 {e1i , e2i , . . . , e
ni

i } 的图

3.对 E 中的每个元素 ei，如果数据库 DB中标号为 ei的边的出现次数小于K+1，

构造仅有一条边 (标号为 ei) 的图，放入数据库 DB，直到 DB 中标号为 ei 的边的出

现次数等于 K + 1。

显然，上面的构造过程可以在多项式时间内完成。设图数据库是 DB，最小支持

度阀值是 1
|DB|，距离阀值是 δ=K−1

K
。我们得到了挖掘代表模式问题的一个实例，用

GPSP 代表该实例。

现在我们证明，GPSP 的最优解能在多项式时间内转化成 SCP 的最优解。

S 中的每个集合都对应一个图模式，而且在数据库 DB 中的支持度至少是 2
|DB|。

设 RP 是 S 中所有集合对应的图模式集合。E 中每个元素对应 1-边图模式，而且在
DB 中的支持度等于 K+1

|DB|。现在，用MP 表示图 4所示的图模式。假定 RS∗ 是 GPSP

的最优解。显然，MP 一定在 RS∗ 中，因为 MP 只能被自己 δ-覆盖。
如果 |RS∗| = 1，则 RS∗ = {MP}。因为MP 能覆盖任意的 1-边图模式 P（P 的支

持度是 K+1
|DB|），所以 D(MP,P ) = 1− support(MP )

support(P )
⩽ δ = K−1

K
。容易导出 support(MP ) ⩾

2
|DB|。因此，S 中的某个集合 Si 对应 MP。把 MP 中每条边的标号转换成对应的元

素，可得到 Si。显然，{Si} 一定是 SCP 的最优解。

如果 |RS∗| > 1，假设 RS∗ = {MP,R1, R2, . . . , Rm}.
现用反证法证明:support(MP ) = 1

|DB|。假定 support(MP ) ⩾ 2
|DB|，对 DB 中的

任意图模式 P，有 support(P ) ⩽ K+1
|DB|，D(MP,P ) = 1− support(MP )

support(P )
⩽ δ。因此，{MP}
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是最优解，这与 |RS∗| > 1 相矛盾。

现用反证法证明: 对 RS∗ 中任意一个 Ri，我们有 support(Ri) ⩾ 2
|DB|。假定

support(Ri) = 1
|DB|，因为 Ri ⊆ MP 并且 support(MP ) = 1

|DB|，所以任何被 Riδ-
覆盖的图模式都能被 MP δ-覆盖。我们可以从 RS∗ 中删除 Ri，得到一个更小的代表

模式集合，这与 RS∗ 是最优解相矛盾。

现证明: 对任何 1-边图模式 P，RS∗ 中都存在一个 Ri，使得 Ri δ-覆盖 P。因为

support(P ) = K+1
|DB|，并且 support(MP ) = 1

|DB|，D(MP,P ) = 1 − support(MP )
support(P )

> δ。因

此，MP 不能 δ-覆盖 P。因为 RS∗ 能 δ-覆盖所有频繁图模式，所以对任何 1-边图模
式 P，RS∗ 中都存在一个 Ri，使得 Ri δ-覆盖 P。

现在根据 RS∗ 构造 SCP 的一个解，步骤如下:(1) 把 Ri 中每个边标号转换成对

应的元素，从 Ri 可以构造一个集合 ESi。显然，从 {R1, R2, . . . , Rm}，我们可以得到
一个集合族 ES = {ES1, ES2, . . . , ESm}，该过程可以在多项式时间内完成。(2)对 ES

中的每个 ESi，因为 support(Ri) ⩾ 2
|DB|，我们总能发现 S 中的一个集合 S

′
i，满足

ESi ⊆ S
′
i。对 ES 中的每个 ESi，扫描 S 中的每个集合 S

′
i，如果 ESi ⊆ S

′
i，用 S

′
i 代替

ESi。最后，我们从 ES = {ES1, ES2, . . . , ESm}可以得到集合族 S
′
= {S ′

1, S
′
2, . . . , S

′
m}，

该过程可以在多项式时间内完成。

现证明 S
′
= {S ′

1, S
′
2, . . . , S

′
m}是 SCP 的一个解。因为对任何 1-边图模式 P，RS∗

中都存在某个 Ri 能 δ-覆盖 P，所以 S
′ 一定能覆盖 E 中所有元素。

现用反证法证明: S
′
= {S ′

1, S
′
2, . . . , S

′
m} 是 SCP 的最优解。如果存在一个比 S

′

更好的解 S∗，通过把 S∗ 中的每个集合转换成对应的图模式，再加上图模式 MP，我

们可以得到 GPSP 的一个解，并且这个解优于 RS∗，这与 RS∗ 是 GPSP 的最优解

相矛盾。

因为最小集合覆盖问题是 NP-hard 问题 [40]，最小集合覆盖问题能在多项式时间

内规约到挖掘代表模式问题，挖掘代表模式问题的最优解能在多项式时间内转换成最

小集合覆盖问题的最优解，因此，挖掘代表模式问题也是 NP-hard 问题。 □

2.4 挖掘代表模式的算法

本节给出挖掘代表模式的三个算法。第一个算法，RP-FP，从频繁闭图模式集合
中计算一个代表模式集合。第二个算法，RP-GD，直接从图数据库中挖掘一个代表模
式集合。第三个算法，RP-Leap，挖掘一个近似覆盖所有频繁闭图模式的代表模式集
合。
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2.4.1 RP-FP 算法

2.4.1.1 算法描述

RP-FP 从频繁闭图模式集合中计算一个代表模式集合，包含四步。第一步，RP-
FP 挖掘所有频繁闭图模式和所有 δ-跳跃模式。第二步，RP-FP 删除被 δ-跳跃模式覆
盖的频繁闭图模式。第三步，RP-FP在剩余的图模式上搜集完整的覆盖信息。第四步，
RP-FP 使用贪心策略求解能覆盖剩余图模式的代表模式集合。
在第一步中，RP-FP 只需要使用 CloseGraph [146] 挖掘所有的频繁闭图模式，而

不需要使用 gSpan [145] 挖掘所有的频繁图模式。这是因为频繁闭图模式的数量可能比

频繁图模式的数量少很多，而且，覆盖所有频繁闭图模式的代表模式集合也一定能覆

盖所有的频繁图模式，见引理 2.4.1。

引理 2.4.1 如果一个代表模式集合 RS 能覆盖所有的频繁闭图模式，那么 RS 也

一定能覆盖所有的频繁图模式。

证明 设 P 是任意一个非闭的频繁图模式，那么，至少存在一个频繁闭图模式

Q 满足 P ⊂ Q，并且 support(P ) = support(Q)。因为 RS 能覆盖所有的频繁闭图模

式，所以 RS 中至少存在一个代表模式 R满足 Q ⊆ R和 D(Q,R) = 1− support(R)
support(Q)

⩽ δ。

我们有 P ⊂ R 并且 D(P,R) = 1− support(R)
support(P )

⩽ δ。因此，R 能覆盖 P。因为 P 是任意

的非闭频繁图模式，所以 RS 能覆盖所有的频繁图模式。 □
现在，一个关键的问题是如何得到所有的 δ-跳跃模式。如果我们根据定义，直接

从闭图模式集合中计算 δ-跳跃模式，必然涉及大量的子图同构测试，从而导致效率很
低。通过分析 CloseGraph算法，我们发现 δ-跳跃模式的计算可以嵌入 CloseGraph算
法中，并不需要执行额外的子图同构测试。

在 CloseGraph 算法中，为了测试一个频繁子图 g 是否是闭的，算法需要得到 g

的所有多一条边的超图的支持度。如果存在 g 的多一条边的超图 g′ 满足 support(g) =
support(g′)，g 被算法判定是非闭的。因此，当 CloseGraph 算法测试一个频繁子图 g

是否是闭的时候，我们可以附带地计算 g 的跳跃值，因为 g 的所有多一条边的超图的

支持度已经被得到。如果 g 的跳跃值大于 δ，那么我们就标记 g 为 δ-跳跃模式。通过
简单地修改 CloseGraph，我们很容易得到所有的 δ-跳跃模式。与最初的 CloseGraph
算法相比，额外增加的计算代价是可以忽略的。

在第二步中，RP-FP把每个 δ-跳跃模式作为一个代表模式，删除被 δ-跳跃模式覆
盖的图模式，得到不能被 δ-跳跃模式覆盖的图模式集合。这是因为，每个 δ-跳跃模式
只能被自己覆盖，如定理 2.4.1 所示。

定理 2.4.1 设 F 是所有频繁闭图模式集合，RS 是能覆盖 F 的任意一个代表模

式集合（即 ∀P ∈ F，∃R ∈ RS 满足 P ⊆ R，并且 D(P,R) ⩽ δ），那么，RS 一定包
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括 F 中的所有的 δ-跳跃模式。
证明 设 P 是 F 中的任意一个 δ-跳跃模式。根据 δ-跳跃模式的定义，P 在 F

中的跳跃值大于 δ。也就是说，P 与 F 中的所有真超图的最小 Jaccord 距离大于 δ。

根据 δ-覆盖的定义，P 不能被 F 中的任何真超图 δ-覆盖。因此，对任意一个能覆盖
F 的代表模式集合 RS，RS 一定包括 P。因为 P 是 F 中的任意一个 δ-跳跃模式，所
以 RS 一定包括 F 中的所有 δ-跳跃模式。 □
根据定理 2.4.1可知，频繁闭图模式集合 F 中的 δ-跳跃模式必须被选作代表模式。

假设 F δ 是 F 中所有的 δ-跳跃模式集合。因为 F δ 中的图模式都是代表模式，所以被

F δ 覆盖的图模式可以被安全地删除（即 ∀P ∈ F，如果 ∃R ∈ F δ 满足 P ⊆ R，并且

D(P,R) ⩽ δ，那么从 F 中删除 P）。

设 E 是被 F δ 覆盖的图模式集合，E 是不能被 F δ 覆盖的剩余图模式集合。我们

有 F = E +E，而且 F δ ⊆ E。E 的大小可能比 F 小很多。在实验中，我们发现 E 只

是 F 的 20%。
在第三步中，RP-FP 在剩余的图模式集合 E 上搜集完整的覆盖信息。对 E 里的

每个图模式 P，RP-FP 搜集所有能覆盖 P 的图模式。

在第四步中，RP-FP 计算能覆盖 E 的最小代表模式集合。把 E 里的每个图模式

看作一个元素，把 F − F δ 中每个图模式的覆盖集看作一个集合，我们可得到一个最

小集合覆盖问题。RP-FP 使用求解最小集合覆盖的近似算法 [126] 来解该问题。

算法 1 给出了完整的 RP-FP 算法。简单解释一下算法 RP-FP: 第 1 行，挖掘频
繁闭图模式集合 F 和 δ-跳跃模式集合 F δ。第 2-10 行，得到不能被 F δ 覆盖的图模式

集合 E。第 11-17 行，在 E 上搜集完整的覆盖信息。第 18-24 行，使用贪心算法计算
覆盖 E 的最小代表模式集合。

2.4.1.2 算法分析

在第一步中，RP-FP 的运行时间等于 CloseGraph 算法的挖掘时间。在第二步中，
RP-FP 需要执行 |F δ| × |F | 个子图同构测试。在第三步中，RP-FP 需要执行 |E| ×
|F − F δ| 个子图同构测试。如果 RP-FP 不利用 δ-跳跃模式，RP-FP 需要执行 |F |2

个子图同构测试。显然，|F δ| × |F | + |E| × |F − F δ| < |F |2。在实验中，我们发现
|F δ| × |F | + |E| × |F − F δ| 小于 |F |2 的 1

3
。在第四步中，RP-FP 的时间复杂性是

O(
∑

R∈F−F δ

|Setδ(R)|) [40]。

根据贪心算法对最小集合覆盖问题的近似比 [40]，容易得到 RP-FP 的近似比。
定理 2.4.2 设 F 是频繁闭图模式集合，F δ 是 F 中的 δ-跳跃模式集合，RS 是算

法 RP-FP输出的代表模式集合，RP ∗ 是覆盖所有频繁图模式的最小代表模式集合（最
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Algorithm 1: RP-FP 算法
Input: 图数据库 D，最小支持度 min_sup，距离阀值 δ，
Output: 一个代表模式集合

1 使用 CloseGraph 算法产生闭频繁图模式集合 F 和 δ-跳跃模式集合 F δ(w.r.t. min_sup)；
2 for F δ 里的每个 δ-跳跃模式 R do
3 输出 R；
4 for F 里的每个图模式 P do
5 if R 能 δ-覆盖 P then
6 把 P 放入集合 E 中；/* E 存放所有能被 F δ 覆盖的图模式 */

7 E = F − E；/* E 存放不能被 F δ 覆盖的图模式 */
8 for E 里的每个图模式 P do
9 for F − F δ 里的每个候选代表模式 R do

10 if R 能 δ-覆盖 P then
11 把 P 放入 Setδ(R)；/* Setδ(R) 存放能被 R 覆盖的图模式 */

12 while E ̸= Φ do
13 从 F − F δ 里选择一个代表模式 R，使得 |Setδ(R)| 被最大化；
14 for Setδ(R) 里的每个图模式 P do
15 从 E 和其他的 Setδ(R′)(R′ ∈ F − F δ) 中删除 P；

16 输出 R；

优解）。那么，|RP | ⩽ |RP ∗|×
H( max

R∈F−Fδ
|Setδ(R)|)

1+(H( max
R∈F−Fδ

|Setδ(R)|)−1)×r
，其中，H(n) =

n∑
k=1

1
k
，r = |F δ |

|RP |。

证明 设 RP-FP在第四步执行贪心选择时，输出 s个代表模式。假定覆盖 E 的

最小代表模式数是 s∗，根据贪心算法的近似比 [40]，s ⩽ s∗ ×H( max
R∈F−F δ

|Setδ(R)|)，显

然，|RP | = |F δ|+ s。现在用 H(m) 代表 H( max
R∈F−F δ

|Setδ(R)|)，|RP ∗| = |F δ| + s∗ ⩾

|F δ| + s
H(m)

= H(m)×|F δ |+s
H(m)

= H(m)×r×|RP |+(1−r)×|RP |
H(m)

= (1+(H(m)−1)×r)×|RP |
H(m)

。因此，|RP |⩽
|RP ∗| × H(m)

1+(H(m)−1)×r
。 □

如果使用 RPglobal 算法 [141] 挖掘代表模式，近似比是 H(max
R∈F

|Setδ(R)|) [141]。因

为 H( max
R∈F−F δ

|Setδ(R)|) ⩽ H(max
R∈F

|Setδ(R)|)，RP-FP 的近似比优于 RPglobal 的近似
比，这个结果已经被实验验证。现在用一个例子说明 RP-FP优于 RPglobal。对例 2.3.1

给出的代表模式挖掘问题，如果使用 RPglobal，代表模式集合是 {P6, P4, P5}；如果使
用 RP-FP，代表模式集合是 {P4, P5}。可见，RP-FP 的解优于 RPglobal 的解。

2.4.2 RP-GD 算法

当频繁闭图模式数量较多时，RP-FP 算法效率低、可扩展性差。因此，需要设计
一个更高效的算法，既能处理频繁闭图模式数量较多的情况，又能保证结果质量（产

生的代表模式数量应与 RP-FP 产生的代表模式数量差不多）。本小节给出挖掘代表模
式的另一个算法 RP-GD。RP-GD在挖掘频繁闭图模式的过程中，同时挖掘代表模式。

RP-GD 采用了联机算法的思想。每当某个图模式 P 输出时，RP-GD 测试 P 是
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否能被已有的代表模式覆盖。如果 P 不能被覆盖，RP-GD 使用贪心策略创建一个新
的能覆盖 P 的代表模式。因此，RP-GD 只需要对所有频繁闭图模式进行一次顺寻扫
描，就可产生一个代表模式集合。

采用上面的联机思想，需要解决两个关键的问题:(1) 如果已有的代表模式都不能
覆盖当前图模式 P，那么该创建一个什么样的代表模式来覆盖 P ？(2) 给定一个频繁
闭图模式 P，怎样才能快速地判断 P 是否能被已有的代表模式覆盖？本小节先分别

研究了第一个问题和第二个问题，然后在 2.4.2.1节给出完整的算法，2.4.2.2节给出算

法的复杂性分析。

1. 创建一个新的代表模式。
任何图模式挖掘算法都会以某种特定的顺序输出图模式。这种特定的顺序可以被

利用，从而创建新的代表模式。CloseGraph [146] 在图模式空间上执行深度优先搜索，以

DFScode字典顺序递增地输出频繁闭图模式。因此，CloseGraph访问每个频繁闭图模
式 P 两次，第一次访问是从 P 的父亲到 P；第二次访问是在遍历 P 的所有后裔之后

再回到 P。定理 2.4.3 可以保证，在完成 P 的第二次访问之后，所有能覆盖 P 的图模

式已经被输出，在这之后输出的图模式不可能覆盖 P。

定理 2.4.3 设 P 是任意一个被 CloseGraph输出的频繁闭图模式。在第二次访问
P（遍历完以 P 为根的子树后再回到 P）之后，所有能覆盖 P 的频繁闭图模式都已

经被输出。

证明 根据文献 [145] 和 [146]，当使用 CloseGraph 挖掘图数据库时，频繁闭图
模式按 DFSCode 字典顺序递增地输出: 以前输出图模式的 DSCode 小于以后输出图
模式的 DSCode。设 Q是任意一个能 δ-覆盖 P 的图模式，根据 δ-覆盖的定义，P ⊆ Q。

设 P 的 DFSCode是 (e0, e1, . . . , en)。根据 DFSCode的定义，Q的 DFSCode，或者小于
(e0, e1, . . . , en)，或者是 (e0, e1, . . . , en, en+1, . . . , em) 这样的形式。如果 Q 的 DFSCode
小于 P 的 DFSCode，当 P 在第一次访问时，Q 就已经被输出。如果 Q 的 DFSCode
是 (e0, e1, . . . , en, en+1, . . . , em)，显然 Q 是 P 的后裔，在第二次访问 P（遍历完以 P

为根的子树后再回到 P）之后，Q 已经被输出。 □
目前，CloseGraph 算法是在第一次访问频繁闭图模式时就输出它们。我们可以适

当地调整 CloseGraph 这种特定的输出顺序，而不影响挖掘结果的完整性和算法效率。
我们只在频繁闭图模式第二次被访问时，才输出它们。改变后的输出顺序被称为覆盖

顺序。

RP-GD 根据覆盖顺序，依次扫描每个频繁闭图模式 P，首先测试 P 是否是 δ-跳
跃模式。根据 2.4.1.1 节中的描述可知，在 CloseGraph 算法中 δ-跳跃模式很容易被识
别。如果 P 是 δ-跳跃模式，RP-GD 创建一个新的代表模式 P，因为 δ-跳跃模式只能
被自己覆盖；否则，RP-GD 扫描已经创建的代表模式，看 P 是否能被它们覆盖。如
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果 P 能被覆盖，RP-GD 继续处理下一个输出的图模式；否则，RP-GD 使用贪心策略
创建一个新的覆盖 P 的代表模式。

如果当前图模式 P 既不是 δ-跳跃模式，又不能被已经创建的代表模式覆盖，那么
称 P 是一个贪心模式，因为 RP-GD 需要使用贪心策略为 P 创建一个新的代表模式。

根据定理 2.4.3，所有能覆盖 P 的模式都已经输出，因此，我们需要考虑这样的问题:
当遇到一个贪心模式 P 时，如何从以前输出的图模式中为 P 选择一个代表模式？直

觉上，我们应该选择一个既能覆盖 P 又能使后续覆盖最大化的代表模式 R，即最大化

|Setδ(R) − Setδ(R1) ∪ Setδ(R2) ∪ . . . ∪ Setδ(Rn)|，其中，R1, R2, . . . , Rn 是已经产生的

代表模式。采用这种贪心策略，可以得出下面的近似比，见定理 2.4.4。

定理 2.4.4 设 F 是频繁闭图模式集合，RS 是根据上面描述的贪心策略而得到

的代表模式集合，RS∗ 是能覆盖 F 的最小代表模式集合（最优覆盖）。那么，|RS| ⩽
|RS∗| × 1

2
× (max

P∈F
|Setδ(P )|+ 1)。

证明 假定根据上面描述的贪心策略而输出的代表模式依次是 R1，R2，. . .，Rn，

其中，n = |RS|。现在，我们为每个代表模式分配代价 1，并且让第一次被覆盖的图模
式平摊这个代价。

如果 P 第一次被 Ri 覆盖，那么 cost(P ) = 1
|Setδ(Ri)−Setδ(R1)∪Setδ(R2)∪...∪Setδ(Ri−1)|，而

且，|RS| =
∑

cost(P )。分配到最优覆盖 RS∗ 的代价是
∑

R∈RS∗

∑
P∈Setδ(R)

cost(P )。因为

RS∗ 能覆盖所有频繁闭图模式，所以 |RS| =
∑

cost(P ) ⩽
∑

R∈RS∗

∑
P∈Setδ(R)

cost(P )。

设 R是 RS∗ 中任意一个代表模式，Setδ(R)中有 x个贪心模式，y 个非贪心模式，

那么，x+y = |Setδ(R)|。设 x个贪心模式根据输出顺序分别是 P i
1，P i

2，. . .，P i
x，再假设使

用上面的贪心策略为 P i
1 创建的代表模式是 Ri

1(i = 1, 2, . . . , x)。因为有 x个图模式第一

次被 R覆盖，根据贪心策略，至少有 x个图模式第一次被 Ri
1覆盖，因此，cost(P i

1) ⩽ 1
x
。

类似地，有 cost(P i
2) ⩽ 1

(x−1)
，. . .，cost(P i

x) ⩽ 1和 cost(P i
1)+cost(P i

2)+ . . .+cost(P i
x) ⩽

x∑
k=1

1
k
。对 Setδ(R) 中任意一个非贪心模式 P，因为至少存在一个图模式与 P 平摊代

价，所以 cost(P ) ⩽ 1
2
，我们有

∑
P∈Setδ(R)

cost(P ) ⩽
x∑

k=1

1
k
+ y

2
⩽ 1+ 1

2
× (|Setδ(R)| − 1) =

1
2
× (|Setδ(R)| + 1)。因此，|RS| =

∑
cost(P ) ⩽

∑
R∈RS∗

∑
P∈Setδ(R)

cost(P ) ⩽ |RS∗| × 1
2
×

(max
P∈F

|Setδ(P )|+ 1)。 □

然而，如果 RP-GD使用上面的贪心策略，当为贪心模式 P 选择新的代表模式时，

RP-GD 必然涉及在 P 之后输出的图模式的覆盖测试。为使 RP-GD 高效可扩展，我
们不是最大化后续覆盖，而是采用了更加松弛的贪心策略。

实验中，我们发现在大多数情况下，当为贪心模式 P 选择代表模式时，最大化后

续覆盖的代表模式出现在以 P 为根的子树中。因此，我们根据下面三个贪心策略进行
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贪心选择。贪心选择策略 1: 在以 P 为根的子树中选择能覆盖 P 的最大图模式。贪

心选择策略 2: 在应用贪心选择策略 1 之后，如果存在多个候选代表模式，选择覆盖
P 的超图最多的代表模式。例如，在图 6 中，假定 P 是贪心模式，R1 和 R2 都能覆

盖 P。尽管 R1 和 R2 大小相等，但根据组合原理，R1 包含更多 P 的超图，因此，R1

能覆盖更多 P 的超图，R1 应该被选择。贪心选择策略 3: 在应用贪心选择策略 1 和
2 之后，如果还存在多个候选代表模式，选择与 P 距离最近的代表模式。每当遇到贪

心模式 P 时，RP-GD 就使用上面的三个贪心策略为 P 选择一个代表模式。

P
O

C

C C

C

C

C

N

O C

C C

C

C

C

N

OC

C C

C

C

C

O

R 1
R 2

图 6 说明贪心选择策略 2 的例子

2. 搜索已有的代表模式。
在 RP-GD 算法中，一个关键步骤就是搜索已经产生的代表模式，测试当前模式

是否能被已经产生的代表模式覆盖。检测一个代表模式是否能覆盖当前模式，可能涉

及一个子图同构测试。因而，通过顺序扫描已有的代表模式而实现这个关键步骤效率

会很低。本节给出三个启发式策略，尽可能地减少子图同构次数，提高这个关键步骤

的效率。

给定当前图模式 P，如果我们能快速地判断某个代表模式能覆盖 P，就可以避免

大量子图同构测试。实验中，我们发现: 由于相邻输出的图模式在结构和支持度上都
比较接近，在上次搜索中成功发现的代表模式经常能覆盖下一个输出的图模式。启发

式 2.1 基于这个发现而设计。
启发式 2.1 设 R 是上次搜索中成功发现的代表模式（或者是没发现而新创建的

代表模式）。那么，当下一个图模式 P 输出时，先测试 R 是否能覆盖 P。

根据启发式 2.1，当搜索已经产生的代表模式时，我们采用了“最后成功最先测
试”策略。每当成功发现一个代表模式或创建一个新的代表模式 R 时，就将 R 放在

已有的代表模式集合的最前面。当下个频繁闭图模式 P 输出时，就可以先测试 R 是

否能覆盖 P。如果 R 能覆盖 P，就可以避免大量子图同构测试。

当一个新的代表模式 R 创建时，如果能定位被 R 覆盖的将来输出的图模式，就

可节省为那些将来输出的图模式而搜索代表模式的代价。为此，我们提出了下面两个

启发式策略。在这之前，先给出引理 2.4.2，它说明在图模式搜索空间中路径的一个重

要性质。

引理 2.4.2 设 (P1, P2, . . . , Pn) 是图模式搜索空间中以 P1 为根的一条路径，假
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定 R 能覆盖 Pn，那么，在这条路径上存在一个结点 Pk (1 ⩽ k ⩽ n) 满足 R 能覆盖

Pi(k ⩽ i ⩽ n)，并且 R 不能覆盖 Pj (1 ⩽ j < k)。
证明 因为 (P1, P2, . . . , Pn) 是图模式搜索空间中以 P1 为根的一条路径，所以

P1 ⊂ P2 ⊂ . . . ⊂ Pn。因为 R能覆盖 Pn，所以 Pn ⊆ R，因此，P1 ⊂ P2 ⊂ . . . ⊂ Pn ⊆ R。

根据 δ-覆盖定义，一定存在 k(1 ⩽ k ⩽ n) 满足 R 能覆盖 Pi(k ⩽ i ⩽ n)，并且 R 不能

覆盖 Pj(1 ⩽ j < k)。 □
当为图模式 P 成功发现一个旧代表模式或者创建一个新代表模式时，根据引理

2.4.2，对图模式搜索空间中从 P 到根路径上的图模式来说，就可以使用启发式 2.2 避
免大量子图同构测试。

启发式 2.2 设 P 是当前输出的频繁闭图模式，当覆盖 P 的旧代表模式 R 被成

功发现时（或者覆盖 P 的新代表模式被创建时），顺序检查从 P 到根路径上的每个图

模式，直到发现一个不能被 R 覆盖的图模式。

如果 R 是当前图模式 P 的代表模式，那么，P ⊆ R，同时 R 也是从 P 到根路径

上所有图模式的超图。因此，当使用启发式 2.2 沿着从 P 到根的路径反向检测每个图

模式时，我们只需要比较它们的支持度，而不需要执行子图同构测试。启发式 2.2 也
被称为“反向路径跟踪”策略。

假设 R 是当前图模式 P 创建的新的代表模式。除了从 P 到根路径上的图模式，

R 还可能覆盖其他路径上的图模式（例如: 以后输出的频繁闭图模式）。是否可以枚举
R 的子结构并标记它们，当那些子结构输出时，测试 R 是否覆盖它们就可以不需要执

行子图同构测试？然而，这种方法并不可行。一方面，R 的某些子结构已经输出并被

覆盖，枚举它们没有意义。另一方面，为了判断两个图模式是否相同，R 的子结构需

要被转换成规范编码（例如 DFSCode），这等价于图同构。
然而，在某些情况下，我们可以保证 R 的某些子结构一定出现在将来的某个分枝

中。而且，很容易导出它们的规范编码（DFSCode）。图 7 显然是图模式搜索空间中

的一个分枝。假设 P3 只能被自己覆盖。当一个新的代表模式 P3 被创建时，P2 还没

有被遍历。然而，P3 是 P2 的超图，P3 很可能覆盖 P2。而且，从 P3 的 DFSCode 很
容易得到 P2 的 DFSCode。因此，当 P2 输出时，我们应首先测试 P3 能否覆盖 P2，如

果 P3 能覆盖 P2，就可避免大量子图同构测试。启发式 2.3 就是为此而设计的。
启发式 2.3 如果图模式 (e0, e1, . . . , en, ex, ey) 是一个代表模式，(e0, e1, . . . , en, ey)

是一个有效的 DFSCode，那么，(e0, e1, . . . , en, ex, ey) 很可能覆盖 (e0, e1, . . . , en, ey)。

根据启发式 2.3，当一个代表模式 ( e0 , e1 , . . . , en , ex , ey ) 被创建时，如果 (e0,
e1, . . . , en, ey)是一个有效的 DFS Code，我们就把边 ey 和连同 (e0, e1, . . . , en, ex, ey)
的支持度放入一个散列表中。当 (e0, e1, . . . , en) 被扩展成 (e0, e1, . . . , en, ey) 时，首
先测试边 ey 是否在这个散列表中，如果在，根据它们的支持度不需要子图同构测试，
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图 7 说明启发式策略 2.3 的例子

就可以判断 (e0, e1, . . . , en, ey) 能否被 (e0, e1, . . . , en, ex, ey) 覆盖。启发式 2.3 也被
称为“基于侄子代表覆盖”策略。

2.4.2.1 算法描述

本小节将 2.4.2 节的贪心策略和启发式策略集成到频繁子图挖掘过程中，给出了

一个挖掘代表图模式的算法，RP-GD，如算法 2 所示。

Algorithm 2: RP-GD 算法
Input: 图数据库 D，最小支持度 min_ sup，距离阀值 δ
Output: 一个代表模式集合 RS

1 从 D 中删除不频繁的边和结点；
2 S1 = 所有频繁 1-边子图的 DFS 编码；
3 GS = ∅；/* 全局堆栈，用来跟踪图模式搜索空间中从根结点到当前结点路径上的所有频繁子图 */
4 RS = ∅；
5 for S1 里的每个 DFS 编码 s do
6 调用 RP-GD-GetRepresentative(s,NULL,D,min_ sup, δ, RS)；

在初始化阶段，RP-GD删除图数据库中不频繁的边和顶点，得到频繁边集合。对
每个频繁 1-边子图（用 DFSCode 表示），RP-GD 调用算法 3 深度优先遍历图模式空

间，产生代表模式。

现解释算法 3 的主要步骤。在第 1 行，测试当前的 DFS 编码 s 是否是 s 对应图

模式的最小 DFS 编码。如果不是，裁剪以 s 为根的分枝。根据文献 [145]，只在最小
DFS 编码上执行最右扩展就可保证挖掘结果的完整性。在第 4 行，如果早期终止条件
被满足 [146]，s 的所有后裔都不是闭图模式，可以安全地裁剪以 s 为根的分枝。后面，

还将对早期终止做进一步解释。在第 8 行，扫描数据库 D，枚举 s 的所有多一条边的

超图 s ⋄x e。在第 9 行，计算 s 在频繁闭图模式集合 F 里的跳跃值，因为 s 的所有多

一条边的超图的支持度在第 8 行就能获得。在第 10 行，把当前 DFS 编码 s 的最后一

条边放入全局堆栈 GS。全局堆栈 GS 跟踪从根结点到当前结点路径上的所有频繁图

模式。GS 里的每个入口对应一个图模式，含有如下信息:(1)DFSCode 的最后一条边；
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Algorithm 3: RP-GD-GetRepresentative 算法
Input: 一个 DFSCode s，s 的父亲 p，图数据库 D，最小支持度 min_ sup，距离阀值 δ，代表模式

集合 RS
Output: 代表模式集合 RS

1 if s ̸= min(s) then
2 返回；

3 if ∃cp，cp 是 p 的等价出现的孩子，并且根据字典 DFS 顺序 s > cp then
4 返回；/* 早期终止 */
5 C = ∅；
6 扫描 D 一次，发现所有边 e 使得 s 能被 e 扩展成频繁子图 s ⋄x e，把所有的 s ⋄x e 放入一个临时集合

C；
7 计算 s 在闭频繁图模式集合 F 中的跳跃值 JVF (s)；
8 把 s 的最后一条边放入全局堆栈 GS；/* GS 跟踪图模式搜索空间中从根结点到当前结点路径上的所
有频繁子图 */

9 if JVF (s) = 0 then
10 GS[top].covered = true；/* 标记非闭子图已经被覆盖 */
11 if JVF (s) > 0 then
12 for GS 里的每个入口 P (频繁子图 P ) do
13 if GS[P ].covered = false，P 能被 s 覆盖，并且根据贪心选择策略 s 优于 GS[P ].Rcand then
14 GS[P ].Rcand = s；

15 从 C 中删除不能从 s 最右扩展而得到的子图 s ⋄x e；
16 根据字典 DFS 顺序，对 C 中的子图进行排序；
17 for s 的每个频繁最右扩展孩子 s ⋄r e do
18 调用 RP-GD-GetRepresentative(s ⋄r e, s,D,min_ sup, δ, RS)；

19 if JVF (s) > δ then
20 创建一个新的代表模式 Rnew = s，把 Rnew 放入 RS；
21 使用“反向路径跟踪”策略，用 Rnew 试图覆盖 GS 中的每个图模式；

22 if GS[top].covered = false then
23 使用“最后成功最先测试”和“基于侄子代表覆盖”策略在 RS 中搜索一个覆盖 s 的代表模式 R；
24 if 不存在这样的代表模式 R then
25 创建一个新的代表模式 Rnew = GS[top].Rcand，把 Rnew 放入 RS；
26 使用“反向路径跟踪”策略，用 Rnew 试图覆盖 GS 中的每个图模式；
27 else
28 使用“反向路径跟踪”策略，用 R 试图覆盖 GS 中的每个图模式；

29 从 GS 中弹出栈顶 GS[top]；
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(2) 支持度；(3) 覆盖标记 (covered)；(4) 候选代表模式 Rcand；(5) 跳跃值。全局堆栈
GS 的栈顶对应当前的图模式 s。如果 s 的跳跃值等于 0(在第 11 行)，说明 s 是一个

非闭的图模式，标记 s 已经被覆盖。在第 15-19 行，扫描 GS 里的每个入口 P (图模
式 P )，测试当前图模式 s 是否能覆盖 P；如果 s 能覆盖 P，并且根据 2.4.2 节的贪心

选择策略，s 优于 P 的候选代表模式 GS[P ].Rcand，那么用 s 替代 GS[P ].Rcand。在第

23-25 行，对 s 的每个最右扩展孩子，递归调用算法 3，继续深度优先遍历过程。在第

26行，在遍历完当前图模式 s的后裔之后，测试 s是否是 δ-跳跃模式。如果 s是 δ-跳
跃模式，创建一个新的代表模式 Rnew=s，把 Rnew 放入代表模式集合 RS；然后，应

用“反向路径跟踪”策略，扫描 GS 里的每个入口 P (图模式 P )，如果 P 能被 Rnew

覆盖，标记 P 被覆盖。在第 30 行，测试当前图模式 s 是否已经被覆盖。如果 s 还没

有被覆盖，使用“最后成功最先测试”和“基于侄子代表覆盖”策略搜索已经存在的

代表模式集合 RS，试图发现一个能覆盖 s 的代表模式 R。如果不存在这样的代表模

式 R，说明 s 是一个贪心模式。在第 33 行，用 s 的候选代表模式 s.Rcand 创建一个新

的代表模式 Rnew = s.Rcand，把 Rnew 放入代表模式集合 RS。在第 34 行，再次应用
“反向路径跟踪”策略。在第 39 行，在遍历完以 s 为根的分枝之后，从全局堆栈中弹

出栈顶（s 的最后一条边）。

对所有频繁 1-边子图调用算法 3 之后，RS 里就含有覆盖所有频繁子图的代表模

式。

在算法 3 的第 4 行应用早期终止时，我们使用了基于桥的裁剪方法 [135]。该方法

的优点是不需要执行失败检测就能保证挖掘结果的完整性，该方法要求等价出现的前

边必须是图中的桥，只有当扩展的前边是桥时，我们才记录扩展出现的次数。因此，在

遍历图模式空间之前，我们需要扫描图数据库，发现并标记数据库中所有图的桥。这

个预处理过程可以在多项式时间内完成，与挖掘代价相比，增加的额外代价可以忽略

不计。

2.4.2.2 算法复杂性分析

本节分析算法 RP-GD的时间复杂性。除了挖掘图数据库固有的代价，RP-GD最
主要的计算代价在于算法 3 的第 31 行，测试当前模式是否能被已经创建的代表模式
覆盖。在下面的分析中，我们假定 RP-GD 不使用 2.4.2 节的启发式策略。启发式策略

对 RP-GD 效率的改善在实验中给出。

给定最小支持度 min_sup和距离阀值 δ，假定有 |F |个频繁闭图模式，有 |F δ|个
δ-跳跃模式，算法 RP-GD输出 |RS|个代表模式。显然，贪心模式数量是 |RS|− |F δ|，
在所有频繁闭图模式中，|F |−|RS| 个图模式能被已有的代表模式覆盖。
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假定在 RP-GD 执行过程中的某个时刻，RS 中有 m 个代表模式。如果当前模式

能被 RS 中的代表模式覆盖，在算法 3 的第 31 行大约执行 1
2
m 个子图同构测试；否

则，第 31 行需要执行 m 个子图同构测试。

假定平均每隔 |F |−|RS|
|RS| 个频繁闭图模式创建一个新的代表模式放入 RS。对 |F |−

|RS| 个能被已有代表模式覆盖的频繁闭图模式来说，算法 3 的第 31 行大约执行
|F |−|RS|

|RS| × 1
2
×(1 + 2 + . . .+ |RS|) = |F |−|RS|

|RS| × 1
2
×

|RS|∑
k=1

k 个子图同构测试。

假定平均每隔 |F δ |
|RS|−|F δ | 个 δ-跳跃模式创建一个覆盖贪心模式的新代表模式放入

RS。对第一个贪心模式，第 31 行需要执行 |F δ |
|RS|−|F δ | 个子图同构测试。对第二个贪心

模式，第 31 行需要执行 2× |F δ |
|RS|−|F δ | + 1 个子图同构测试。对最后一个贪心模式，第

31 行需要执行 (|RS| − |F δ|)× |F δ |
|RS|−|F δ | + (|RS| − |F δ| − 1) 个子图同构测试。因此，对

所有贪心模式来说，第 31 行总共需要执行 |F δ |
|RS|−|F δ | × (1 + 2 + . . . + (|RS| − |F δ|)) +

(1 + 2+ . . .+ (|RS| − |F δ| − 1)) = |F δ |
|RS|−|F δ | ×

|RS|−|F δ |∑
k=1

k+
|RS|−|F δ |−1∑

k=1

k 个子图同构测试。

因此，在算法 3 的第 31 行，总共需要执行大约 |F |−|RS|
|RS| × 1

2
×

|RS|∑
k=1

k + |F δ |
|RS|−|F δ | ×

|RS|−|F δ |∑
k=1

k +
|RS|−|F δ |−1∑

k=1

k 个子图同构测试。

设 δ-跳跃模式和代表模式的比值是 r = |F δ |
|RS|，代表模式和频繁闭图模式的比值是

λ = |RS|
|F | 。我们有

|F |−|RS|
|RS| × 1

2
×

|RS|∑
k=1

k + |F δ |
|RS|−|F δ | ×

|RS|−|F δ |∑
k=1

k +
|RS|−|F δ |−1∑

k=1

k = ( (1−λ)λ
4

+

r(1−r)λ2

2
)× |F |2 + 1+2rλ

4
× |F | ≈ ( (1−λ)λ

4
+ r(1−r)λ2

2
)× |F |2。

类似地，如果不使用 δ-跳跃模式，可以推导出在算法 3的第 31行大约执行 ( (1−λ)λ
4

+

λ2

2
)× |F |2 个子图同构测试。如果 r = 9

10
，λ = 1

3
（在实验中观察到的比值），( (1−λ)λ

4
+

r(1−r)λ2

2
)×|F |2 大约是 ( (1−λ)λ

4
+ λ2

2
)×|F |2 的一半。因此，δ-跳跃模式能使算法 RP-GD

加快至少一倍。而且，随着 λ 值的增加，δ-跳跃模式对性能的改善作用会更加明显。
在 2.4.2.1节，我们分析了 RP-FP需要执行 |F δ|×|F |+|E|×|F−F δ|个子图同构测

试。因为 |E| ⩾ |RS|−|F δ|，可以证明 |F δ|×|F |+|E|×|F−F δ| ⩾ (λr+λ(1−r)(1−λr))×
|F |2。如果 r = 9

10
，λ = 1

3
，( (1−λ)λ

4
+ r(1−r)λ2

2
)× |F |2 不到 (λr+λ(1− r)(1−λr))× |F |2

的 1
5
。根据 RP-FP 和 RP-GD 的复杂性分析可知，在效率方面，RP-GD 极大地优于

RP-FP。

2.4.3 RP-Leap 算法

尽管 RP-GD 极大地优于 RP-FP，RP-GD 仍然依赖于 CloseGraph 算法。为了保
证覆盖所有的频繁闭图模式，RP-GD需要顺序地检查每个频繁闭图模式，显然这使得
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RP-GD 的效率要低于 CloseGraph 的效率。由于 CloseGraph 算法中等价出现的裁剪
条件过于严格，图模式搜索空间中的很多分枝即使在不产生 (或极少产生)代表模式的
情况下也不能被裁剪掉。

在实际应用中，如果能从图数据库中更高效地挖掘一个代表模式集合 RS，而且

RS 能覆盖绝大部分频繁图模式，也是非常有意义的。基于这个想法，本节给出了一

个更高效的算法——RP-Leap，来挖掘一个近似覆盖频繁图模式的代表模式集合。RP-
Leap 通过尽可能地跳过图模式搜索空间中那些不产生代表的分枝，来提高挖掘效率。
先介绍 RP-Leap的主要思想。图 8显示了图模式搜索空间（模式搜索树）中的一

个分枝。该分枝中的每个结点都代表一个图模式。当向图模式 g 增加新边时，g 分别

被扩展成 g ⋄ e1, g ⋄ e2, . . . , g ⋄ en。在 g ⋄ e1 为根的分枝中，含有所有 g ⋄ e1 的超图。

在以 g ⋄ e2 为根的分枝中，含有 g ⋄ e2 的超图，但不含有 g ⋄ e1 的超图。同理，在以
g ⋄ ei 为根的分枝中，含有 g ⋄ ei 的超图，但不含有 g ⋄ ej (j < i) 的超图。

... ...

e2 x

g

...e
1 e2 en

g g e
2

e1 g en

e2

x
...

g x

g e1 e2 x

g e
1

e
2

图 8 图模式搜索空间中的一个分枝

对以 g ⋄ e2 为根的分枝中的任意一个图模式 g ⋄ e2 ⋄ x，在 g ⋄ e1 为根的分枝中很
可能存在 g ⋄ e2 ⋄ x 的超图 g ⋄ e1 ⋄ e2 ⋄ x。如果 g 和 g ⋄ e1 在数据库中经常一起出现，
g ⋄ e2 ⋄ x 和 g ⋄ e1 ⋄ e2 ⋄ x 也会经常一起出现，这就意味着 g ⋄ e1 ⋄ e2 ⋄ x 的支持度接近
于 g ⋄ e2 ⋄ x 的支持度。

在 g⋄e1为根的分枝被遍历完成之后，就会有一个代表模式R能覆盖 g⋄e1⋄e2⋄x。根
据覆盖的定义，R是 g⋄e1⋄e2⋄x的超图，因此，R也是 g⋄e2⋄x的超图。如果 g和 g⋄e1在
数据库中经常一起出现，根据上面的分析可知，support(g⋄e2⋄x) ≈ support(g⋄e1⋄e2⋄x)。
因为 D(R, g ⋄ e2 ⋄ x) = 1− support(R)

support(g⋄e2⋄x) ≈ 1− support(R)
support(g⋄e1⋄e2⋄x)，R 有很大的可能性覆盖

g ⋄ e2 ⋄ x。因此，如果 g 和 g ⋄ e1 在数据库中经常一起出现，当 g ⋄ e1 为根的分枝被遍
历完成时，我们就可以跳过以 g ⋄ e2 为根的分枝。同理，我们也可以跳过以 g ⋄ e1 的
任何右兄弟结点为根的分枝。类似地，如果存在一条边 ei，使得 g 和 g ⋄ ei 经常一起
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出现，当 g ⋄ ei 为根的分枝被遍历完成时，我们也可以跳过以 g ⋄ ej （j > i）为根的

分枝。

现在需要解决的一个问题是如何度量 g 和 g ⋄ e1 经常一起出现？前面定义的 Jac-
card距离可以使用，现在称 Jaccard距离为基于支持度的距离，用Dsupp表示。为了更精

确地度量这个条件，下面定义了基于嵌入的距离，用Demb表示。如果Dsupp(g, g⋄e1) ⩽ ϵ

（或 Demb(g, g ⋄ e1) ⩽ ϵ），就表示 g 和 g ⋄ e1 经常一起出现。δ 是用户给定的参数，本

章称 δ 为跳跃阀值。

定义2.4.1 (基于嵌入的距离) 设 P1 是 P2 的真超图，P1 和 P2 基于嵌入的距离

定义为 Demb(P1, P2) = 1− embedding(P1)
embedding(P2)

。其中，embedding(P1) 是 P1 在数据库中的嵌

入次数（在数据库所有图中的所有子图同构次数之和）。

算法 4 给出了完整的 RP-Leap 算法。

Algorithm 4: RP-Leap 算法
Input: 图数据库 D，最小支持度 min_ sup，距离阀值 δ，跳跃阀值 ϵ
Output: 一个代表模式集合 RS

1 从 D 中删除不频繁的边和结点；
2 S1 = 所有频繁 1-边子图的 DFS 编码；
3 GS = ∅；/* 全局堆栈，用来跟踪图模式搜索空间中从根结点到当前结点路径上的所有频繁子图 */
4 RS = ∅；
5 for S1 里的每个 DFS 编码 s do
6 s.min_distance = 1；/* 初始化最大值 */
7 调用 RP-Leap-GetRepresentative(s,NULL, D,min_ sup, δ, ϵ, RS)；

RP-Leap 的框架类似于 RP-GD。然而，通过使用前面描述的跳跃搜索技术，RP-
Leap 以丢失少量代表模式的代价，换取了在性能方面的极大改善。
在算法 RP-Leap-GetRepresentative(算法 5)的第 1行，在遍历以当前图模式 s为

根的分枝前，先使用跳跃搜索技术测试该分枝是否能被跳过。我们使用 p.min_distance
表示 p 和 p 的已经被枚举的孩子之间的最小距离 Dsupp（或者 Demb） 。若

p.min_distance< ϵ，则说明存在 p 的一个已经被枚举的孩子 c 满足 c 和 p 经常一

起出现。根据上面描述的跳跃思想，覆盖以 c 为根的分枝中图模式的代表模式也具有

很大的可能性覆盖以 s 为根的分枝中的图模式，遍历以 s 为根的分枝中的图模式几乎

不产生新的代表模式。当从 p 扩展到 s 时，覆盖以 c 为根的分枝中图模式的代表模

式已经被得到，因此，可以跳过以 s 为根的分枝的遍历。在第 7 行，根据 p 和它的

孩子 s 之间的距离 Demb(p, s)（或 Dsupp(p, s)）更新 p.min_distance。在第 13 行，对
s 的最右扩展孩子递归调用算法之前，初始化 s 和 s 的被枚举的孩子之间的最小距离

s.min_distance 等于 1。随着对 s 的孩子的遍历，s.min_distance 的值将会逐渐地减
小。当 s.min_distance < ϵ 时，我们就可以跳过对 s 的剩余孩子分枝的遍历。在算法
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Algorithm 5: RP-Leap-GetRepresentative 算法
Input: 一个 DFSCode s，s 的父亲 p，图数据库 D，最小支持度 min_ sup，距离阀值 δ，跳跃阀值

ϵ，跳跃阀值 ϵ，代表模式集合 RS
Output: 代表模式集合 RS

1 if p! = NULL，并且 p.min_distance < ϵ then
2 返回；

3 if s ̸= min(s) then
4 返回；

5 p.min_distance = min(p.min_distance, Dsupp(p, s))；
6 把 s 的最后一条边放入全局堆栈 GS；/* GS 跟踪图模式搜索空间中从根结点到当前结点路径上的所
有频繁子图 */

7 for GS 里的每个入口 P (频繁子图 P ) do
8 根据 RP-GD 的贪心选择策略，更新覆盖 P 的候选代表模式；

9 扫描 D 一次，发现 s 的所有频繁最右扩展孩子；
10 s.min_distance = 1；/* 初始化最大值 */
11 for s 的每个频繁最右扩展孩子 s ⋄r e do
12 调用 RP-Leap-GetRepresentative(s ⋄r e, s,D,min_sup, δ, ϵ, RS)；

13 if GS[top].covered = false then
14 使用“最后成功最先测试”和“基于侄子代表覆盖”策略在 RS 中搜索一个覆盖 s 的代表模式 R；
15 if 不存在这样的代表模式 R then
16 创建一个新的代表模式 Rnew = GS[top].Rcand，把 Rnew 放入 RS；
17 使用“反向路径跟踪”策略，用 Rnew 试图覆盖 GS 中的每个图模式；
18 else
19 使用“反向路径跟踪”策略，用 R 试图覆盖 GS 中的每个图模式；

20 从 GS 中弹出栈顶 GS[top]；

RP-GD 中提出的贪心选择策略（见 2.4.2 节）和启发式策略（见 2.4.2 节）也都能应

用到 RP-Leap 算法中。

2.5 实验结果及分析

本节通过大量实验来考查算法的挖掘结果质量、执行效率、可扩展性、不同参数

的作用，以及挖掘结果的可用性。

2.5.1 实验设置

我们从两个真实的化合物集合中导出了几个图集合。第一个化合物集合 (PTE)用
来评价化合物的毒性，含有 340 个化合物。第二个化合物集合 (AIDS) 用来测试化合
物对艾滋病病毒的抑制作用，含有大约 44 000个化合物。根据实验结果，AIDS化合物
可以被分成三类:CA ( confirmed active )，CM(confirmed moderately)和 CI(confirmed
inactive), 其中，CA 含有 422 个化合物，CM 含有 1 081 个化合物，CI 含有剩余的化
合物。

除了真实的图数据，我们也使用文献 [83] 中的图数据生成器生成了具有各种不
同特征的图集合。有 6 个参数控制合成的图集合: (1)|D| (合成图的数量)；(2)|T | (合
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成图的平均大小)；(3)|L| (潜在频繁子图模式的数量)；(4)|I| (潜在频繁子图模式的平
均大小)；(5)|V | (结点标号的数量)；(6)|E|(边标号的数量)。例如，合成的图集合用
类似“D1kV4E2I5T20L20”的记号表示，D1kV4E2I5T20L20 代表参数设置为 |D|=1k，
|T |=20，|L|=20，|I|=5，|V |=4，|E|=2 的一个合成图集合。
本章算法使用 C++ 语言实现，用带有-O3 优化选项的 g++ 编译。用于实验的计

算机具有 PIV-4 3.2GHz CPU 和 512M 内存，运行 RedHat Linux 8.0 操作系统。我们
使用文献 [135] 中的方法实现了 CloseGraph。为了与挖掘代表项集算法 RPglobal [141]

比较，我们实现了挖掘代表图模式的 RPglobal 算法。

2.5.2 RP-FP 和 RP-GD 的结果质量和效率

本节比较 CloseGraph，RPglobal，RP-FP，RP-GD 四个算法的输出图模式数量
和运行时间。在 RP-GD中将应用 δ-跳跃模式和 2.4.2节给出的所有启发式策略。2.5.3

节将评价 δ-跳跃模式和启发式策略对 RP-GD 算法效率的改善。挖掘代表模式算法
（RPglobal，RP-FP，RP-GD）总的运行时间包括两部分: (1) 挖掘频繁闭图模式的时
间，这部分时间恰恰是 CloseGraph 的运行时间；(2) 产生代表模式的时间。对每个图
集合，我们固定距离阀值 δ = 0.1，变化最小支持度 min_sup。

这里，我们只给出有代表性的部分数据集合上的实验结果。图 9显示了在 PTE数
据集上不同算法所输出的图模式数量和运行时间。图 10显示了在合成数据集D1kV4E2-
I5T20L40 上的实验结果。在这些实验中，如果一个算法不能在 30 分钟内完成它的任
务，就终止算法的运行。因此，在某些图上，RPglobal 和 RP-FP 的实验结果是不完
整的。在图 9(a) 和 10(a) 中，我们也显示了 δ-跳跃模式的数量。根据定理 2.4.1 可知，

δ-跳跃模式数量是本章优化问题最优解的下界（即 δ-跳跃模式数量是覆盖所有频繁图
模式的最小代表模式数量的下界）。
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图 9 PTE 上的实验结果
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图 10 D1kV4E2I5T20L40 上的实验结果

从图 9(a) 和 10(a) 可以看出，代表模式数量只是在频繁闭图模式数量的 2/7 到

2/5之间。RP-FP产生的代表模式数量要稍微小于 RPglobal产生的代表模式数量，这
是因为 RP-FP 比 RPglobal 有更紧的近似比（见定理 2.4.2）。RP-GD 产生的代表模
式数量要稍微多于 RP-FP 和 RPglobal 产生的代表模式数量，因为 RP-GD 没有近似
比保证。然而，在所有情况下，RP-GD 产生的代表模式数量最多是 RP-FP 产生的代
表模式数量的 120%。
当频繁闭图模式数量较少时，挖掘频繁闭图模式的时间支配总的运行时间，产生

代表模式的时间只占总的运行时间很小的比例。如图 9 所示，当频繁闭图模式数量较

少时，所有算法的运行时间相差不大。
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当频繁闭图模式数量较多时，产生代表模式的时间支配总的运行时间。如图 10中

所示，当频繁闭图模式数量较多时，RP-FP，RPglobal，RP-GD 三个算法的运行时间
差别很大。例如: 当最小支持度等于 2% 时，RPglobal 需要大约 1 800 秒才能产生代
表模式，RP-FP 需要 500 多秒产生代表模式，而 RP-GD 只需要 100 多秒就能完成相
同的任务。这些实验结果与 2.4.2.2 节给出的算法复杂性分析相一致。

2.5.3 δ-跳跃模式和启发式策略的作用

本节评价 δ-跳跃模式和 2.4.2 节给出的启发式策略的作用。根据 δ-跳跃模式和启
发式策略的不同组合，我们实现了 RP-GD 算法的几个变体。表 1 显示了进行各种组

合而得到的算法变体。

表 1 RP-GD 的变体
名称 描述

RP-GD-NJP 不使用 δ-跳跃模式和任何启发式策略
RP-GD-JP 在 RP-GD-NJP 中使用 δ-跳跃模式
RP-GD-H1 在 RP-GD-JP 中使用启发式 2.1
RP-GD-H2 在 RP-GD-JP 中使用启发式 2.2
RP-GD-H3 在 RP-GD-JP 中使用启发式 2.3

RP-GD 在 RP-GD-JP 中使用所有启发式策略

图 11(a) 显示了 RP-GD 算法的不同变体的运行时间（δ=0.1）。为了更清楚地显
示 δ-跳跃模式和启发式策略的作用，图 11 (b) 只给出了产生代表模式的时间。
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图 11 测试 RP-GD 的变体

在 2.4.2.2 节的算法复杂性分析中，我们显示了 δ-跳跃模式能极大地减少子图同
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构次数，提高 RP-GD 算法的效率。实验结果与分析结果相一致。如图 11 所示，δ-跳
跃模式能使 RP-GD 的性能提高 2-3 倍。

从图 11也可以看出，每种启发式策略都能进一步改善 RP-GD的性能。在所有启
发式策略中，启发式 2.1（“最后成功最先测试”策略）最有效，对 RP-GD性能的改善
最明显。当所有启发式策略一起使用时，可使 RP-GD的性能得到最大的改善。因为在
算法执行过程中某些频繁闭图模式可以根据多个启发式策略中的任何一个来确定是否

已被覆盖，所以当所有启发式策略一起使用时，总的性能改善小于每种启发式策略单

独使用时性能改善之和。最后，当 δ-跳跃模式和所有启发式策略一起使用时，RP-GD
的性能被提高 4-5 倍。

2.5.4 RP-Leap 的结果质量和效率

本节评价 RP-Leap算法的结果质量和运行效率。因为 RP-Leap不能保证覆盖所有
频繁闭图模式，为了评价 RP-Leap的结果质量，我们定义了下面的覆盖率。将一个挖掘
代表模式算法的覆盖率定义为被代表模式覆盖的频繁闭图模式数量和所有频繁闭图模

式数量的比值。显然，RP-FP和 RP-GD算法的覆盖率都是 100%。为了让 RP-Leap与
覆盖率为 100%的算法比较，本节使用效率最高的 RP-GD算法。现用 RP-Leap-support
表示在 RP-Leap算法中使用了基于支持度的距离度量 Dsupp，用 RP-Leap-Embedding
表示在 RP-Leap 算法中使用了基于嵌入的距离度量 Demb。在下面的实验中，如无特

别说明，固定 δ = 0.1，ϵ=0.01。

图 12 显示了当最小支持度 min_sup 变化时，RP-GD，RP-Leap-Support，RP-
Leap-Embedding 算法在 PTE 数据集上的覆盖率和运行时间。图 13 显示了在 CA 数
据集上的覆盖率和运行时间。从图 12 和 13 可以看出，RP-Leap-Support 比 RP-GD
快一个数量级，RP-Leap-Embedding比 RP-GD快 2-3倍。同时，RP-Leap-Embedding
的覆盖率超过 97%，RP-Leap-Support 的覆盖率超过 84%。我们也注意到，随着最小
支持度的降低，RP-Leap-Embedding的覆盖率保持相对稳定，而 RP-Leap-Support的
覆盖率在逐渐减小。原因如下: 在 RP-Leap 算法中，随着最小支持度的降低，基于支
持度距离 Dsupp 的裁剪条件比基于嵌入距离 Demb 的裁剪条件更容易被满足。因此，

当最小支持度降低时，RP-Leap-support 能跳过模式搜索空间中更多的分枝，从而更
多的频繁闭图模式不能被覆盖，导致 RP-Leap-Support 的覆盖率逐渐减小。然而，即
使当最小支持度非常低时，RP-Leap-Support 仍然具有很高的覆盖率。例如: 在 PTE
数据集上，当最小支持度等于 0.015 时，RP-Leap-Support 的覆盖率超过了 84%，而
RP-Leap-Support 比 RP-GD 快一个数量级还多。一般情况下，覆盖率越高，代表模
式数量越多。因为 RP-GD 的覆盖率高于 RP-Leap-Embedding 的覆盖率，RP-Leap-

- 54 -



第 2 章 挖掘代表模式

Embedding 的覆盖率高于 RP-Leap-Support 的覆盖率，所以 RP-GD 产生的代表模式
数量多于 RP-Leap-Embedding 产生的代表模式数量，而 RP-Leap-Embedding 产生的
代表模式数量多于 RP-Leap-Support 产生的代表模式数量。
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图 12 在 PTE 数据集上的实验结果
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图 13 在 CA 数据集上的实验结果

下面测试跳跃阀值 ϵ 对结果质量和效率的影响。图 14 显示了当跳跃阀值 ϵ 变化

时（固定 min_sup= 0.05），RP-Leap-Support 和 RP-Leap-Embedding 在 CA 数据集
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上的覆盖率和运行时间。从图 14 可以看出，随着跳跃阀值 ϵ 的增加，算法的覆盖率

在下降，而运行效率在改善。在实际应用中，ϵ值的选择需要折中考虑。如果用户强调

高覆盖率，那么选择低的 ϵ 值（例如 0.01）。反之，如果用户强调挖掘效率，那么选择
高的 ϵ 值（例如 0.1）。
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图 14 在 CA 数据集上变化跳跃阀值 ϵ

2.5.5 影响压缩比的因素

频繁闭图模式数量和代表模式数量的比值可以看作一个压缩比。压缩比越高，算

法在实际应用中越有效。本节研究影响压缩比的因素。当距离阀值 δ 固定时，压缩比

依赖于数据库的特征。对不同特征的数据库，压缩比可能变化很大。

当距离阀值 δ 和数据库中图的特征都固定时，一般说来，数据库越大，压缩比越

高。下面的实验说明了这种情况。我们固定图的特征（|V |=4，|E|=2，|I|=15，|T |=30，
|L|=20），变化参数 |D|，产生几个大小不同的数据库。然后，固定min _sup=0.2，δ=0.1，
在这些数据库上运行 RP-GD。实验结果如图 15所示。可以看出，当图特征固定而数据

库变大时，压缩比也在增加。其原因如下:当图特征固定而数据库变大时，频繁闭图模
式数量也在增加，而代表模式数量保持相对稳定。2.5.2 节和 2.5.4 节显示了，RP-GD
产生的代表模式数量少于 RP-FP 和 RP-Leap 产生的代表模式数量。因此，如果使用
RP-Leap和 RP-GD，我们可以得到更高的压缩比。因为在实际应用中，数据库通常都
很大，因此挖掘代表模式的算法在实际应用中会很有效。

一般说来，数据库中图越多样化，压缩比越高。下面的实验说明了这种情况。我

们固定参数（|D|=10K，|V |=4，|E|=2，|I|=12，|L|=20），变化图的平均大小参数 |T |，
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图 15 在 D?V4E2I15T30L20 的压缩比

产生几个数据库。然后，固定 min_sup= 0.25，δ=0.1，在这些数据库上运行 RP-GD。
实验结果如图 16 所示。可以看出，当图的平均大小增加时，压缩比也在增加，其原因

如下: 当图的平均大小增加时，图变得更加多样化，这使得频繁闭图模式的增长率要
高于代表模式的增长率。
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图 16 在 D10KV4E2I12T?L20 的压缩比

最后，研究距离阀值 δ 对压缩比的影响。图 17 显示了 δ 值变化时，PTE 和
D1KV4E2I15T30L20 数据集上的压缩比。显然，当 δ 值增加时，代表模式减少，从

而压缩比增加。根据引理 2.3.3，当 δ=1 时，产生的代表模式集合恰恰是极大频繁图
模式集合。从图 17可以看出，在一般情况下，当频繁闭图模式数量和极大频繁图模式

数量的比值大时，压缩比也高。
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图 17 不同 δ 值对压缩比的作用

2.5.6 RP-GD 和 RP-Leap 的可扩展性

本小节研究算法 RP-GD 和 RP-Leap 的可扩展性。我们使用参数 V4E2I5T20L40
生成大小分别为 10K，20K，40K，60K，80K，100K 的 6 个图数据库。然后，固定
min_sup= 0.05，δ = 0.1，在这些数据库上运行 RP-GD 和 RP-Leap，实验结果如图
18 所示。可以看出，算法 RP-GD 和 RP-Leap 有很好的可扩展性，随着数据量的增
加, 它们的运行时间也在线性地增加。
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图 18 RP-GD 和 RP-Leap 的可扩展性
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2.5.7 代表模式的可用性

本小节考查代表模式的可用性。实验中，我们发现很多有意义的图模式都具有高

跳跃值。例如: 图 19 显示了 GraphRank 算法 [58] 发现的 CA 数据集里最有意义的图
模式。它的 (绝对) 支持度是 64，跳跃值是 0.203 15。根据实验中的参数设置，它显然
是一个 δ-跳跃模式。根据定理 2.4.1，代表模式集合包含所有 δ-跳跃模式，因此，它将
作为一个代表模式被发现。

N
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O

O

O

N

N
+

N

图 19 CA 数据集里最有意义的子结构

下面，我们给出代表模式中含有强分类的特征。在 AIDS 数据集合上，我们构造
两个分类任务:(1) 对 CA(confirmed active) 类和 CM(confirmed moderately) 类中的化
合物进行分类；(2) 对 CA 类和 CI(confirmed inactive) 类中的化合物进行分类。我们
分别根据频繁闭图模式、极大频繁图模式、代表模式构造分类器。使用固定参数 δ =
0.1和 ϵ = 0.01分别运行算法 RP-FP，RP-GD和 RP-Leap-Support，得到几个代表模
式集合。分类准确率使用 5 次交叉验证进行评价，在每次交叉验证的训练集上，再使
用另一个 5 次交叉验证对分类模型进行参数选择。所有分类器都使用相同的支持向量
机 LIBSVM [26]，参数 C 在 [2−5,25] 之间选择。所有分类器都使用线性核。我们使用
ROC 曲线下的面积 (AUC) 来度量分类性能，AUC 越大，表示分类性能越好。
在第一个分类实验中，对所有分类器使用相同数量的特征。首先，应用著名的特

征选择方法——SVM RFE [53]，从频繁闭图模式集合和几个代表模式集合中选择一些

特征，使得被选择的特征数等于极大频繁图模式数。然后，根据被选择的特征构造分

类器。表 2 显示了第一个实验的分类性能 (AUC)。在第二个分类实验中，我们仍用
SVM RFE从频繁闭图模式集合中选择一些特征，使得被选择的特征数等于 RP-FP产
生的代表模式数。对那些代表模式集合，我们保留所有的特征。表 3 显示了第二个实

验的分类性能 (AUC)。
从表 2 可以看出，基于频繁闭图模式和代表模式构造的分类器的分类性能明显优

于基于极大频繁图模式构造的分类器的分类性能。这说明极大频繁图模式集合中丢失

了一些重要的强分类特征。从表 2 和表 3 可以看出，基于代表模式的分类器在分类性

能方面几乎与基于频繁闭图模式的分类器相同。在表 3 中，尽管基于频繁闭图模式的
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分类器使用了特征选择 SVM RFE，而基于代表模式的分类器没使用特征选择，它们
的分类性能的差别仍然很小，这说明代表模式集合中保留着强分类特征。

表 2 分类性能比较（特征数 = 极大频繁图模式数）

min_sup CA vs CM CA vs CI
Closed RP-FP RP-GD RP-Leap Maximal Closed RP-FP RP-GD RP-Leap Maximal

20% 0.797 29 0.808 93 0.806 16 0.805 54 0.725 46 0.903 19 0.910 66 0.913 36 0.91112 0.886 92
18% 0.807 94 0.812 33 0.818 65 0.820 87 0.767 15 0.900 98 0.909 57 0.911 62 0.915 9 0.880 09
16% 0.804 01 0.831 6 0.822 45 0.829 45 0.770 59 0.915 61 0.925 88 0.929 63 0.930 73 0.856 34
14% 0.821 84 0.835 08 0.836 85 0.838 34 0.780 12 0.934 21 0.937 01 0.934 78 0.933 6 0.858 98
12% 0.825 14 0.833 91 0.839 92 0.835 84 0.805 05 0.937 8 0.946 78 0.948 15 0.941 07 0.891 73
10% 0.830 87 0.841 46 0.845 73 0.840 26 0.812 36 0.941 49 0.941 66 0.940 21 0.942 1 0.919 25

表 3 分类性能比较（从闭频繁子图中选择 #RP − FP 个特征）

min_sup CA vs CM CA vs CI
Closed RP-FP RP-GD RP-Leap Closed RP-FP RP-GD RP-Leap

20% 0.816 63 0.803 08 0.799 42 0.807 49 0.921 96 0.917 13 0.918 88 0.918 12
18% 0.826 52 0.817 08 0.817 93 0.817 04 0.925 88 0.917 96 0.918 98 0.919 96
16% 0.831 37 0.832 47 0.828 27 0.828 31 0.932 62 0.929 49 0.930 78 0.933 49
14% 0.832 75 0.828 49 0.827 87 0.831 06 0.943 7 0.938 92 0.936 04 0.936 34
12% 0.835 17 0.835 16 0.834 7 0.832 98 0.943 55 0.944 1 0.945 06 0.942 3
10% 0.833 48 0.836 01 0.838 92 0.838 2 0.940 87 0.945 33 0.944 06 0.942 28

在 2.5.2节，2.5.4节和 2.5.5节中，我们显示了代表模式数量比频繁闭图模式数量

少很多。因此，对代表模式进行特征选择比对频繁闭图模式进行特征选择更容易。因

为图分类必然涉及子图同构测试，图模式数量越少，子图同构次数测试越少，因此基

于代表模式的分类器在实际应用中比基于频繁闭图模式的分类器更有效。而且，挖掘

代表模式（使用 RP-Leap）也比挖掘频繁闭图模式更高效。这些都说明了挖掘代表模
式的优点。

2.6 本章小结

本章研究了如何从图数据库中高效地挖掘代表模式。首先，提出了几个新的概念:δ-
覆盖图、跳跃值、δ-跳跃模式。然后，利用 δ-跳跃模式的性质，提出了挖掘代表模式的
两个高效算法:RP-FP 和 RP-GD。利用图模式搜索空间中多个分枝之间的相似性，提
出了挖掘近似代表模式的更高效的算法 RP-Leap。实验结果表明:RP-FP，RP-GD 和
RP-Leap 都能得到一个小的代表模式集合。当频繁闭图模式数量较大时，RP-GD 的
挖掘效率远远高于 RP-FP 的挖掘效率。RP-Leap 以丢失少量代表模式为代价，取得
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了比 RP-GD 多一个数量级的性能改善。最后，对化合物的分类结果证明了代表模式
的可用性。因为图代表了最通用的模式类型，所以本章提出的 δ-跳跃模式，RP-GD算
法的启发式策略，RP-Leap 算法的跳跃策略也可以用来挖掘其他类型的代表模式（例
如: 项集代表模式、序列代表模式、树代表模式等）。
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3.1 引言

作为一种通用的数据结构，图可以用来表示数据对象之间的各种复杂关系，例如:
图可以表示化合物的分子结构 [3]、蛋白质交互网络 [16]、社会网络 [1]、Web 结构图 [110]

等。随着科学与工程领域中图数据的大量出现，从图数据库中发现有用的知识已成为

数据挖掘领域一项重要的研究课题。

目前，很多高效的频繁子图挖掘算法 [20,66,69,83,103,145] 已经被提出。为了进一步提

高挖掘效率，研究人员又利用并行技术 [24]、索引技术 [128] 等来优化现有的频繁子图挖

掘算法。然而，频繁子图挖掘算法输出的很多图模式都没有实际意义，例如:只有一条
边的图模式没有任何意义。为了得到有意义的图模式，研究人员又对图模式的拓扑结

构施加某种限制，挖掘具有特殊结构的图模式，例如: 文献 [130] 提出了挖掘频繁闭集
团的算法 CLAN；文献 [161] 提出了挖掘频繁闭类集团的算法 Cocain；文献 [162] 扩
展了算法 Cocain，从基于磁盘的图数据库中挖掘频繁闭类集团；文献 [150] 研究了从
关系图数据库中挖掘带有连接约束的频繁闭图模式。

然而，实际应用中很多有意义的图模式并不具有这些特殊的结构约束 (例如: 集
团、类集团、高连通性、高密度等)，而且定义结构约束需要用户有丰富的领域知识。
为了克服现有方法的缺点，本章提出一个新的研究问题: 挖掘图数据库中的核心子结
构。下面的例子展示了在实际应用中核心子结构的特征。

美国国家癌症研究所 (NCI) 给出了对 HIV 病毒具有强抵抗作用的一个化合物集
合 (CA 数据集)，CA 数据集中含有 422 个化合物，其中的化合物被分成如下几个化
学类别 [2]:Azido Pyrimidines，Dyes Polyanions，Pyrimidine Nucleosides，Heavy Metal
Compounds，Purine Nucleosides。我们发现每类中的核心子结构 (最大公共子结构)都
具有这样一个特性: 当核心子结构被扩展成任何一个多一条边的新的子结构时，新的
子结构的支持度都快速地下降。例如: 图 1 显示了 Azido Pyrimidines 类的核心子结
构，它在 CA 中的 (绝对) 支持度是 64。该子结构的任何真超图在 CA 中的支持度都
小于或等于 51。实际上，每类中的核心子结构在化学上都代表一个重要的功能团。各
种新的化合物主要以这些功能团为基础来创建。某个功能团 G在一些化合物中可能被

扩展成 G1，而在另一些化合物中又可能被扩展成 G2。因此，这些功能团的任何超结

构的支持度都会明显地减少。
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图 1 在 Azido Pyrimidines 类的核心子结构

针对实际应用中核心子结构的特征，本章提出了一种新的意义度量，称为 ∆-跳跃
模式。如果在数据库 D 上图模式 p 的支持度比 p 的任何真超图的支持度都大于一个

整数 ∆，那么 p 被称为 D 上的 ∆-跳跃模式。显然，我们对跳跃模式的定义能很好地
刻画核心子结构的特征。

跳跃模式具有很多重要的特性，挖掘这些特性具有重要的实际意义。首先，跳跃

模式是稳定的 (见 3.5.1节)，它们对噪声和数据的变化不敏感。这一特性非常重要，因
为在实际应用中噪声是普遍存在的，跳跃模式的这种抗干扰能力使得它们能被更广泛

地应用。其次，挖掘跳跃模式能极大地减少挖掘结果的数量 (见 3.5.2 节)，这使得后
续的分析工作量被大大简化，提高了挖掘结果的可用性。最后，也是最重要的，挖掘

跳跃模式仍然能使有意义的图模式 (核心子结构) 保留在挖掘结果中 (见 3.5.6 节)。
本章研究如何从图数据库中高效地挖掘频繁跳跃模式。各种图挖掘算法主要利用

支持度的反单调性质 (Apriori 性质) 对搜索空间进行裁剪。然而，跳跃模式不具有这
样的性质，这使得挖掘跳跃模式非常具有挑战性。通过仔细研究跳跃模式自身的特性，

本章提出了两种新的裁剪技术，基于内扩展的裁剪和基于外扩展的裁剪。通过将这两

种新的裁剪技术集成到著名的 DFS 编码枚举框架中 [145]，我们设计了一个高效的挖

掘算法 GraphJP。在理论上，我们严格地证明了这两种裁剪技术的正确性以及算法
GraphJP 的正确性。
大量真实和合成数据上的实验结果表明这两种新的裁剪技术能有效地裁剪图模式

搜索空间，算法 GraphJP 能高效、可扩展地挖掘频繁跳跃模式。此外，一个重要的发
现是当 ∆ 值稍微大于 0 时 (例如:∆=2)，频繁 ∆-跳跃模式的数量比频繁闭图模式的
数量少很多。而且，在化合物上的实验结果表明算法 GraphJP的挖掘结果中包含了化
合物的核心子结构 (化合物的功能团)。

综上，本章的主要贡献如下:第一，提出了一个新的研究问题，从图数据库挖掘跳
跃模式；第二，研究了跳跃模式的性质，发现了跳跃模式具有稳定性、抗噪声干扰能

力强等优点；第三，提出了两种新的裁剪技术，即基于内扩展的裁剪和基于外扩展的

裁剪；第四，提出了一个高效的频繁跳跃模式挖掘算法 GraphJP；第五，实验结果验
证了算法的效率和挖掘结果的可用性。

本章的内容安排如下:3.2节介绍相关工作；3.3节给出问题定义，并研究跳跃模式
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的性质；3.4节介绍新的裁剪技术，并给出完整的算法，以及证明裁剪技术和算法的正

确性；3.5节通过实验验证裁剪技术的有效性，挖掘算法的效率和扩展性以及挖掘结果

的可用性；3.6 节对本章进行小结。

3.2 相关工作

频繁子图挖掘是最基本的图模式挖掘问题。很多高效的频繁子图挖掘算法已经被

提出，例如:AGM [69]，FSG [83]，Mofa [20]，gSpan [145]，FFSM [66]，GASTON [103] 等。

此外，研究人员还利用各种计算机技术来进一步提高挖掘效率。例如: 文献 [24] 提出
了一个图模式并行挖掘算法；文献 [128] 利用数据库的索引技术来挖掘基于磁盘的图
数据库；文献 [129]提出了一个基于划分的方法 PartMiner，在数据库动态更新的情况
下，挖掘频繁子图；文献 [11] 在 gSpan [145] 框架的基础上，提出了一些优化策略，通

过减少最右扩展候选子图数量来提高挖掘效率。

除了挖掘通用的频繁子图，还有很多研究工作考虑挖掘具有特殊结构的图模式，

例如: 挖掘频繁子树、挖掘频繁集团或类集团等。作为一种特殊的图模式，频繁子
树 [35,114,121,159] 挖掘已经被广泛地研究。在很多应用领域中，集团是一种有着特殊意

义的图模式。目前，已经提出了很多挖掘集团模式的算法。文献 [107] 提出了一个从
图集合中挖掘类集团的算法 Crochet，但是 Crochet要求集团必须在所有图中都出现。
文献 [130] 提出了一个从图数据库中挖掘频繁闭集团的算法 CLAN。后来，文献 [161]
又扩展了 CLAN，提出了挖掘频繁闭类集团的算法 Cocain。文献 [162] 扩展了算法
Cocain，从基于磁盘的图数据库中挖掘频繁闭类集团。文献 [96] 利用新的裁剪技术从
图数据库中挖掘最大类集团。文献 [150] 研究了从关系图数据库中挖掘带有连接约束
的频繁闭图模式，提出了一个模式增长方法 CloseCut 和一个模式规约方法 Splat。
挖掘频繁子图经常会产生指数级数量的图模式，使得挖掘结果难以被利用。为了

减少图模式的输出数量，研究人员提出了挖掘频繁闭图模式 [146]、挖掘极大频繁图模

式 [67,122] 和挖掘频繁图产生器 [160]。挖掘极大频繁图模式只输出搜索空间中边界上的

图模式，一些重要的图模式将丢失。如文献 [160]所示，挖掘频繁闭图模式和挖掘频繁
图产生器输出的图模式数量大致相当。如 3.5 节中的实验所示，频繁闭图模式的数量
仍然很多，用户难以利用。在第 2 章，我们提出了挖掘频繁闭图模式和挖掘极大频繁
图模式的一个折中方法，挖掘一个代表模式集合，使得任何频繁图模式都能被一个代

表模式 δ-覆盖。
实际应用中的图数据库可能存在很多核心子结构，比如化合物集合中的功能团。

这些核心子结构是用户真正需要的重要图模式。为了能从图数据库中挖掘这些核心子

结构，本章提出了一个新的研究问题: 挖掘频繁 ∆-跳跃模式。∆-跳跃模式能很好地描

- 65 -



图模式挖掘技术

述核心子结构的特征。同时，∆-跳跃模式扩展了闭图模式的定义，使得闭图模式成为
了一种特殊的跳跃模式 (0-跳跃模式)。如 3.5 节中的实验所示，当跳跃距离阀值 ∆ 稍

微大于 0时，频繁 ∆-跳跃模式的数量比频繁闭图模式的数量少很多。而且，挖掘频繁
∆-跳跃模式 (∆ >0) 比挖掘频繁闭图模式快很多。更重要的是，通过挖掘频繁 ∆-跳跃
模式，我们仍然可以得到数据库中重要的图模式。

∆-跳跃模式的定义和项集挖掘中 δ-容错闭项集 [33] 和 ∆-闭项集 [19] 的定义有些类

似，但又不完全相同。而且，文献 [19] 和 [33] 中的方法只能用来从事物数据库中挖掘
项集模式，不能扩展到图数据库中挖掘图模式。

3.3 问题定义

本节给出跳跃模式的精确定义，并研究了跳跃模式的性质。本章定义的跳跃模式

和第 2 章定义的跳跃模式的区别如下: 本章跳跃模式的作用域是数据库，而第 2 章跳
跃模式的作用域是频繁图模式集合。因此，极大频繁图模式一定是第 2 章定义的跳跃
模式，但是极大频繁图模式不一定是本章给出的跳跃模式。更重要的是，本章给出的

算法直接挖掘本章定义的跳跃模式，而第 2 章的跳跃模式是通过现有频繁图模式挖掘
算法得到的。

3.3.1 跳跃模式

本质上，闭图模式是根据一个图模式与其超图模式之间的某种特殊关系来定义的。

下面，我们扩展闭图模式的定义来更精确地刻画一个图模式与其超图模式之间的关系。

定义 3.3.1(绝对跳跃值) 设 P 是数据库 D 中的一个图模式，P 在 D 中的绝对

跳跃值定义为 JVabs(P,D) = min{support(P )− support(P ′
) | ∀P ′ , P ⊂ P

′}。
定义 3.3.2(绝对跳跃模式) 设 P 是数据库 D 中的一个图模式，给定一个整数

∆(∆ ⩾ 0)，如果 JVabs(P,D) > ∆，那么称 P 是 D 中的绝对 ∆-跳跃模式。
定义 3.3.3(相对跳跃值) 设 P 是数据库 D 中的一个图模式，P 在 D 中的相对

跳跃值定义为 JVrel(P,D) = min{ support(P )−support(P ′
)

support(P )
| ∀P ′ , P ⊂ P

′}。
定义 3.3.4(相对跳跃模式) 设 P 是数据库 D 中的一个图模式，给定一个小数

δ(0 ⩽ δ ⩽ 1)，如果 JVrel(P,D) > δ，那么称 P 是 D 中的相对 δ-跳跃模式。
直觉上, 图模式 P 在数据库 D 中的绝对（相对）跳跃值是 P 与 P 的所有真超图

之间最小的绝对（相对）支持度差异。

例 3.3.1 图 2 显示了一个图数据库 D。图 3 显示了 D 中图模式的一个子集。显

然，P1 在 D 中的支持度是 4，P1 的任何超图在 D 中的支持度都小于或等于 3。因此，
P1 在 D 中的绝对跳跃值 JVabs(P1, D)=1，P1 在 D 中的相对跳跃值 JVrel(P1, D)=1/4。
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类似地，可以得到 JVabs(P2, D)=2，JVrel(P2, D)=2/3，JVabs(P3, D)=0，JVrel(P3, D)=0。
如果 ∆=1，那么图 3 显示的图模式集合中只有 P2 是 D 中的绝对 ∆-跳跃模式。

x

y

y

C

C C C

A

CB B BA AAA

C C

G 1 G
3

G 4G
2

x y

z

z x

G
5

x y

z

z y

G
6

x y

z

z

G 7

y

z

z

G8

C

B

E

D

AA A

xx x

y

y

y yz

z

z

z

z

z

z

z

A

D D

D

D

DD E E E

F

F

F

F

F

F

F

F

xy y y

E

z

B

z

A

x

图 2 图数据库 D

CBA

P 1 P 2

CA
x

y z

zy x

P3

D

DCBA

CA

x

y z

z

图 3 图模式子集

根据上面的定义，从图数据库中挖掘频繁跳跃模式问题可以定义如下:
输入: 图数据库 D = {G1, G2, . . . , Gn}，最小支持度阈值 min_sup，最小绝对跳

跃阀值 ∆（或最小相对跳跃阀值 δ）。

输出: D 中所有频繁的绝对 ∆-跳跃模式（或相对 δ-跳跃模式）的集合，即
{P |support(P ;D) ⩾ min_sup, JVabs(P ;D) > ∆}（或者 {P |support(P ;D) ⩾ min_sup,
JVrel(P ;D) > δ}）。
当上下文清楚的时候，我们就使用 ∆-跳跃模式表示绝对 ∆-跳跃模式，使用 δ-跳

跃模式表示相对 δ-跳跃模式。

3.3.2 跳跃模式的性质

引理 3.3.1 设 P 是数据库 D 中的一个 ∆1-跳跃模式。若 ∆1 > ∆2, 则 P 也是数

据库 D 中的一个 ∆2-跳跃模式。
证明 根据绝对 ∆-跳跃模式的定义，JVabs(P,D) > ∆1。因为 ∆1 > ∆2，所以

JVabs(P,D) > ∆2。因此，P 也是数据库 D 中的一个 ∆2-跳跃模式。 □
引理 3.3.2 设 P 是数据库 D 中的一个 δ1-跳跃模式。若 δ1 > δ2, 则 P 也是数据

库 D 中的一个 δ2-跳跃模式。
证明 类似于引理 3.3.1 的证明。 □
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引理 3.3.3 P 是数据库 D 中的一个绝对 0-跳跃模式，当且仅当 P 是数据库 D

中的闭图模式。

证明 设 P 是数据库 D 中的一个绝对 0-跳跃模式。根据绝对 ∆-跳跃模式的
定义，JVabs(P,D) > 0。如果存在 P 的真超图 P

′，使得 support(P ) = support(P ′
)。

根据绝对跳跃值的定义，JVabs(P ;D) ⩽ support(P ;D) − support(P ′
;D) = 0。这与

JVabs(P ;D) > 0 相矛盾。因此，P 是数据库 D 中的一个闭图模式。

设 P 是数据库 D 中的一个闭图模式。根据闭图模式的定义，不存在 P 的真超

图 P
′，使得 support(P ;D) = support(P ′

;D)。因此，对 P 的任何真超图 P
′ 都有

support(P ;D)− support(P ′
;D) > 0。根据绝对跳跃值的定义，可得 JVabs(P ;D) > 0。

再根据绝对 ∆-跳跃模式的定义，可知 P 是数据库 D 中的一个绝对 0-跳跃模式。 □
引理 3.3.4 P 是数据库 D 中的一个相对 0-跳跃模式，当且仅当 P 是数据库 D

中的闭图模式。

证明 类似于引理 3.3.3 的证明。 □
引理 3.3.3 和引理 3.3.4 说明: 闭图模式实际上是一种特殊的跳跃模式 (0-跳跃模

式)。因此，本章给出的算法也可以直接用来挖掘频繁闭图模式。
跳跃模式的一个重要特征是它们具有一定程度的稳定性。例如: 当数据库中的数

据发生变化时，闭图模式集合中的 ∆-跳跃模式（∆ > 0）仍然可能是闭图模式。并且，

∆ 值越大，这种可能性越大。见下面的引理和推论。

引理 3.3.5 设 P 是数据库 D 中的一个 ∆1-跳跃模式。D
′ 是另一个数据库，并且

满足 |D −D
′ | ⩽ ∆2（0 ⩽ ∆2 ⩽ ∆1），则 P 是数据库 D

′ 中的一个 (∆1 −∆2)-跳跃模
式。

证明 用反证法证明该引理。假定 P 不是数据库D
′ 中的 (∆1−∆2)-跳跃模式。根

据绝对跳跃模式的定义，存在 P 的真超图 P
′，使得 support(P ;D

′
)−support(P ′

;D
′
) ⩽

∆1−∆2。因为 support(P ;D
′
)−support(P ′

;D
′
)=(support(P ;D

′−D)+support(P ;D
′∩

D))−(support(P ′
;D

′−D)+support(P ′
;D

′∩D))=(support(P ;D
′−D)−support(P ′

;D
′−

D))+(support(P ;D
′∩D)−support(P ′

;D
′∩D)) ⩾ support(P ;D

′∩D)−support(P ′
;D

′∩
D)，所以 support(P ;D

′∩D)−support(P ′
;D

′∩D) ⩽ ∆1−∆2。因为 |D−D
′ | ⩽ ∆2，所以

support(P ;D−D
′
) ⩽ ∆2。因此，support(P ;D)−support(P ′

;D)=(support(P ;D−D
′
)+

support(P ;D ∩D
′
))− (support(P ′

;D−D
′
) + support(P ′

;D ∩D
′
)) = (support(P ;D−

D
′
)−support(P ′

;D−D
′
))+(support(P ;D∩D′

)−support(P ′
;D∩D′

)) ⩽ support(P ;D−
D

′
) + (∆1 −∆2) ⩽ ∆2 + (∆1 −∆2) = ∆1。根据绝对跳跃模式的定义，可知 P 不是数

据库 D 中的 ∆1-跳跃模式，这与已知条件相矛盾。因此，P 一定是数据库 D
′ 中的一

个 (∆1 −∆2)-跳跃模式。 □

推论 3.3.1 设 P 是数据库 D 中的一个 ∆-跳跃模式，D
′ 是另一个数据库，并且
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满足 |D −D
′ | ⩽ ∆，则 P 是数据库 D

′ 中的一个闭图模式。

证明 根据引理 3.3.3 和引理 3.3.5 容易证明该推论。 □

推论 3.3.1 说明: 在删除或改变数据库 D 中任意 ∆ 个数据图之后，D 中原有的

∆-跳跃模式仍旧是 D 中的闭图模式。对于 δ-跳跃模式，我们也有如下类似的引理和
推论。

引理 3.3.6 设 P 是数据库 D 中的一个 δ1-跳跃模式, D′ 是另一个数据库，并且

满足 |D − D
′ | ⩽ support(P ;D) × δ2（0 ⩽ δ2 ⩽ δ1），则 P 是数据库 D

′ 中的一个

(δ1 − δ2)-跳跃模式。
证明 类似于引理 3.3.5 的证明。 □

推论 3.3.2 设 P 是数据库 D 中的一个 δ-跳跃模式，D
′ 是另一个数据库，并且

满足 |D −D
′ | ⩽ support(P ;D)× δ，则 P 是数据库 D

′ 中的一个闭图模式。

证明 根据引理 3.3.4 和引理 3.3.6 容易证明该推论。 □

下面通过实验证明: 随着 ∆ 值的增加，∆-跳跃模式对噪声的抗干扰能力增强。也
就是说，当向数据库中加入噪声而使数据库发生改变时，原来的 ∆-跳跃模式仍然有很
大的可能性是变化之后数据库中的 ∆-跳跃模式。∆ 值越大，这种可能性越大。

实验中使用的 CA 数据集将在实验部分详细描述。对 CA 数据集中的每个图，应
用下面的过程，向该数据集中加入噪声。对 CA 数据集中的每个图 G 的每个结点 v，

扔一枚不公平的硬币，正面出现的概率为 p（噪声比），反面出现的概率为 1-p。如果
正面出现，将 v 的标号改为任意的一个结点标号（从所有结点标号中均匀随机选择）。

如果反面出现，不对 v 进行任何改动，继续处理 G 的下一个结点。

使用上面的过程向数据集中加入噪声，可以由旧的数据集 D创建一个新的数据集

D
′。现在研究如下问题: D 中的频繁 ∆-跳跃模式有多大的可能性仍旧是 D

′ 中的频繁

∆-跳跃模式？为了度量这种可能性的大小，我们使用如下定义的稳定率。设 FJS 是

D 中的频繁 ∆-跳跃模式集合，FJS
′ 是 D

′ 中的频繁 ∆-跳跃模式集合。将频繁 ∆-跳
跃模式的稳定率定义为 |FJS ∩ FJS

′ |/|FJS|。

使用最小相对支持度 min_sup = 10%，对上面的实验重复 10 次取平均值，结果
如图 4 所示。为了比较，我们也在图中给出了闭图模式 (0-跳跃模式) 的稳定率。

从图 4可以看出，随着 ∆值的增加，∆-跳跃模式的稳定率也在增加。∆-跳跃模式
的这一特性非常重要，因为有意义的图模式经常是具有高跳跃值的跳跃模式 (见 3.5.6

节)。跳跃模式的跳跃值越高，它的稳定性越强。因此，即使在数据中存在大量噪声的
情况下，通过挖掘 ∆-跳跃模式，我们仍能得到有意义的图模式。同样，δ-跳跃模式也
具有这一特性，随着 δ 值的增加，δ-跳跃模式的抗噪声干扰能力也在增强。
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3.4 挖掘频繁跳跃模式

3.4.1 DFS 编码搜索树

本章的算法利用了著名的 DFS 编码搜索树 [145] 来挖掘频繁跳跃模式。本小节简

单地介绍了有关的基本概念。

最小 DFS 编码。
当在图 G 上执行深度优先搜索（DFS）时，一个对应的 DFS 树被创建。不同的

DFS 搜索可以创建不同的 DFS 树。例如: 对图 5(a) 中的 G，图 5(b) 和图 5(c) 显示
了两棵不同的 DFS 树。在 DFS 树中的边称为前边 (在图 5(b) 和图 5(c) 中加粗显示)，
否则称为后边。如图 5(b) 和图 5(c) 所示，根据 DFS 访问结点的顺序，我们可以对每
个结点进行编号。边 e 可以表示成 (i, j)，其中 i 和 j 是与 e 相邻的结点标识 (编号)。
如果 i < j，那么 e = (i, j) 表示一条前边，否则 e = (i, j) 表示一条后边。
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图 5 图的 DFS 树

给定图 G 的一个 DFS 树 T，可以在 G 的所有边上定义一种线性顺序如下: 设
e1 = (i1, j1) 和 e2 = (i2, j2) 是 G 的任意两条边。若 e1 和 e2 都是前边，j1 < j2(或者
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i1 > i2 ∧ j1 = j2)，则 e1 ≺ e2；若 e1 和 e2 都是后边，i1 < i2(或者 i1 = i2 ∧ j1 < j2)，

则 e1 ≺ e2；若 e1 是前边，e2 是后边，j1 < i2，则 e1 ≺ e2；若 e1 是后边，e2 是前边，

i1 < j2，则 e1 ≺ e2。

现在将边 e = (i, j) 表示为五元组 (i, j, li, le, lj)，其中，li 和 lj 为对应结点的标号，

le 为边标号。给定图 G 的一个 DFS 树 T，根据上面定义的线性顺序，可以为 G 定义

一个 DFS 编码 code(G, T )。例如: 如果图 5(b) 中的 T1 是图 5(a) 中 G 的 DFS 树，那
么有 code(G, T1) = {(0, 1, A, x, A)− (1, 2, A, x, C)− (2, 0, C, y, A)− (1, 3, A, y, B)}。

假定在图 G 的标号集合上也存在一种线性顺序。那么，根据边上的线性顺序和

标号集合上的线性顺序，可以构造一种 DFS 字典顺序。根据 DFS 字典顺序，任意
两个 DFS 编码都可以比较大小。例如: 在图 5 中，code(G, T1) < code(G, T2)。在

图 G 的所有 DFS 编码中，最小 DFS 编码 min(G) 称为 G 的规范编码。在图 5 中，

min(G) = code(G, T1)。最小 DFS 编码的一个重要性质是: 两个图 G1 和 G2 同构，当

且仅当 min(G1) = min(G2)。

3.4.1.1 最右扩展

给定图 G 的一个 DFS 树 T，第一个被访问的结点称为根，最后一个被访问的结

点称为最右结点，从根到最右结点的路径称为最右路径。例如: 在图 5(b) 中最右路径
是 0 → 1 → 3，在图 5(c) 中最右路径是 0 → 1 → 2 → 3。

为了避免产生重复的频繁子图，当通过增加新边扩展频繁子图时，文献 [145] 只
执行如下受限的扩展:(1) 向后扩展，即通过联结最右结点和最右路径上的另一个结点，
增加一条新边。(2) 向前扩展，即引进一个新结点，通过联结最右路径上的一个结点和
该新结点，增加一条新边。这两种受限的扩展被称为最右扩展。

3.4.1.2 DFS 编码搜索树

文献 [145] 采用先深搜索的办法挖掘频繁子图，只在最小 DFS 编码上进行最右扩
展，而且可保证挖掘结果的完整性。采用此办法挖掘频繁子图时，会在搜索的过程中

形成一个树状的搜索空间（称为 DFS 编码搜索树），其中的每个结点代表一个频繁子
图。图 6 显示了从图 2 中的数据库挖掘频繁子图时（min_sup = 2）形成的 DFS 编
码搜索树。在该编码搜索树的每个结点的旁边都有一对数 (a ：b)，其中 a 表示该结点

被枚举的顺序编号，b 表示该结点代表的频繁子图的支持度。在本章中，我们有时使

用结点的顺序编号表示该结点代表的频繁子图。例如，图 6 中结点 1 就表示频繁子图
{(0, 1, A, x, A)− (1, 2, A, y, B)}。
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(  1,  2 , B ,  y , A  )
(  0 , 1 ,  A , y ,  B  )

(  1 , 3 ,  B ,  z,  C  )
( 2,  4 , B ,  z , C )

(  1 , 2,  A , y ,  B  )
( 0 ,  1,  A ,  x , A  )

( 2,  3 , B ,  z , C )

(  0,  1 , D ,  x , D  )
(  1 , 2 ,  D ,  y ,  E  )
(  2,  3 , E ,  z , F  )

(  2,  4 , E ,  z , F  )

(  0,  1 ,  A ,  x , A  )

(  1,  2 , A ,  y ,  B  )
(  2 , 0 ,  B , y ,  A  )
( 2,  3 , B ,  z , C  )

(  0,  1 , A ,  x ,  A  )

(  1,  2 ,  A ,  y ,  B  )
(  2,  0 , B ,  y , A  )
(  2, 3,  B , z,  C  )
(  2,  4,  B ,  z,  C  )

lexicographic  order

lexicographic  order

: A < B < C < D < E < F

 : x < y < z

图 6 用 min_sup = 2 挖掘图 2 中的数据库时形成的 DFS 编码搜索树

3.4.2 裁剪搜索空间的基本思想

利用 DFS编码搜索树，可以设计一个直接的算法来挖掘所有的频繁跳跃模式。具
体地说，每当发现一个频繁子图 p 时，我们搜索 p 的所有多一条边的超图并计算它们

的支持度，然后根据跳跃模式的定义判断 p 是否是跳跃模式。然而，这种算法效率太

低，因为它需要枚举所有的频繁子图。

实际上，当挖掘频繁跳跃模式时，DFS 编码搜索树中的很多分枝不需要枚举，因
为那些分枝不含有任何频繁跳跃模式。例如，当使用 min_sup = 2 和 ∆=1 挖掘图 2

中的数据库时，形成的 DFS 编码搜索树如图 6 所示。该搜索树中的两个灰色结点对

应仅有的两个频繁 ∆-跳跃模式，其他结点都不是频繁 ∆-跳跃模式。原则上，该搜索
树中不包含频繁 ∆-跳跃模式的分枝都应该被裁剪掉。本章给出的裁剪技术能裁剪掉
该搜索树中所有用虚线连接的分枝。

在介绍具体的裁剪技术之前，先定义几个在后面的讨论中将使用的记号。p ⋄ e 表
示在图模式 p 中增加一条新边 e 而得到的一个图模式。注意: p ⋄ e 表示 e 可能是也可

能不是 p 的最右扩展。p < q 表示 p 的最小 DFS 编码小于 q 的最小 DFS 编码，即
min(p) < min(q)。根据最小 DFS 编码的定义容易证明下面两个引理，它们将在后面
的证明中被使用。

引理 3.4.1 设 p 是 DFS 编码搜索树中的一个结点，q 是 p 的任意一个后裔，则

p ⊂ q，p < q。

证明 因为 q 是 p 的一个后裔，显然 q 是 p 的一个真超图，我们有 p ⊂ q。设 p

的最小 DFSCode 是 (e0, e1, . . . , en)，其中 ei 是 p 的边编码 [145]。根据 DFSCode 的定
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义，q 的最小 DFSCode将是这样的形式 (e0, e1, . . . , en, en+1 . . . , em)。又根据字典 DFS
顺序 [145]，有 (e0, e1, . . . , en) < (e0, e1, . . . , en, en+1 . . . , em)。因此，p < q。 □
引理 3.4.2 如果 p ⋄ e < p，p ⋄ e ⊆ q，则 q < p。

证明 因为 p ⋄ e < p，根据 DFS 编码的定义 [145]，p ⋄ e 的任何超图的最小

DFSCode 都小于 p 的最小 DFSCode。又因为 p ⋄ e ⊆ q，所以 q 的最小 DFSCode 小
于 p 的最小 DFSCode，即 q < p。 □
下面给出裁剪技术的基本思想。设 p 是 DFS 编码搜索树中的一个结点，如果 p

的所有后裔都不是跳跃模式，那么我们可以安全地裁剪以 p 为根的搜索分枝。具体地

说，如果对 p 的任意后裔 q，都存在扩展边 e 满足 support(q) − support(q ⋄ e) ⩽ ∆

（ support(q)−support(q⋄e)
support(q) ⩽ δ），说明以 p为根的搜索分枝不含有 ∆-跳跃模式（δ-跳跃模式），

我们可以安全地裁剪该分枝。基于这个思想，本章提出了两种新的裁剪技术，即基于

内扩展的裁剪和基于外扩展的裁剪，将在下两小节详细介绍它们。

3.4.3 基于内扩展的裁剪

先定义几个新概念。在图模式 p中增加一条新边 e，可得到图模式 p⋄e。如果 e引

进一个新结点，称 e是 p的外扩展边，否则称 e是 p的内扩展边。接下来，我们用 e =

(i, j, el)表示 e是 p的内扩展边，其中 i和 j 是 p的结点标识，el 是新边的标号。我们用

e = (i, el, vl)表示 e是 p的外扩展边，其中 i是 p的结点标识，el是新边的标号，vl是新

结点的标号。注意:如果 e是 p的内扩展边，e可能是也可能不是 p的向后扩展边。例如:
在图 6中 e = (2, 0, y)是图模式 {(0, 1, A, x, A)−(1, 2, A, y, B)}（结点 1）的内扩展边和向
后扩展边。然而，e = (2, 0, y)只是图模式 {(0, 1, A, x, A)−(1, 2, A, y, B)−(2, 3, B, z, C)}
（结点 5）的内扩展边，但不是它的向后扩展边。

定义 3.4.1(内关联) 设 G是数据库中的一个图，图模式 p是 G的一个子图，e =

(i, j, el) 是图模式 p 的内扩展边。如果对 p 到 G 的每一个子图同构 f，G 都有一条标

号为 el 的边 (f(i), f(j))，那么称在 G 上 (i, j, el) 内关联于 p。

如果在图 G 上 e = (i, j, el) 内关联于 p，意味着 p 在 G 上的每次出现都蕴含着

p ⋄ e 的出现。

定义 3.4.2(内关联数) 设 D 是一个图数据库，e = (i, j, el) 是图模式 p 的内扩展

边。在 D 上 e 相对于 p 的内关联数的定义为 Ass_InternalD(e, p)=|{Gi|Gi ∈ D，e 在

Gi 上内关联于 p}|。

例 3.4.1 边 e = (2, 0, y) 是图模式 p = {(0, 1, A, x, A) − (1, 2, A, y, B)} 的内扩展
边。对于图 2 中的数据库 D，容易验证在 G1，G2 和 G3 上，e 内关联于 p。因此，在

D 上 e 相对于 p 的内关联数 Ass_InternalD(e, p) = 3。
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引理 3.4.3 设 D 是一个图数据库，e = (i, j, el) 是图模式 p 的内扩展边。如果

Ass_InternalD(e, p) ⩾ support(p)−∆，p ⊂ q，p⋄e ̸⊆ q，那么 support(q)−support(q⋄e) ⩽
∆。

证明 把 p 的支持集划分成不相交的两个子集 S1 和 S2，其中 S1={Gi|Gi ∈ D，

在 Gi上 e内关联于 p}，S2={Gi|Gi ∈ D，在 Gi上 e不与 p内关联}。显然，support(p) =
|S1|+|S2|，Ass_Internal(e, p)=|S1|。因为 p ⊂ q，我们可以假定在 S1 中有 x 个图含有

q，在 S2 中有 y 个图含有 q。因此，support(q) = x+ y。设 G 是 S1 中含有 q 的任意

一个图，Iq 是 q 在 G 中的任意一个实例。因为 p ⊂ q，Iq 也含有 p 在 G 中的一个实

例 Ip。因为在 G 上 e 内关联于 p，所以 Ip 能被扩展成 Ip ⋄ e。因为 p ⋄ e ̸⊆ q，所以我

们有 Ip ⋄ e ̸⊆ Iq。因为 e 是 p 的内扩展边，所以使用 e 扩展 Iq 不会引进新的结点。因

此，Iq 能被 e 扩展成 Iq ⋄ e。G 含有 q ⋄ e, 因为 G 是 S1 中含有 q 的任意一个图，我

们有 support(q ⋄ e) ⩾ x，因此，support(q)− support(q ⋄ e) ⩽ (x+ y)− x = y ⩽ |S2| =
support(p)− |S1| = support(p)− Ass_Internal(e, p) ⩽ ∆。 □
根据引理 3.4.1，引理 3.4.2 和引理 3.4.3，我们为 ∆-跳跃模式导出如下基于内扩

展的裁剪条件。

定理 3.4.1 设 D 是一个图数据库，e = (i, j, el) 是图模式 p 的内扩展边。如果

Ass_InternalD(e, p) ⩾ support(p) −∆，p ⋄ e < p，那么在 DFS 编码树上 p 的所有后

裔都不是 ∆-跳跃模式。
证明 设在 DFS 编码树上，q 是 p 的任意一个后裔。根据引理 3.4.1，我们有

p ⊂ q，p < q。现在用反证法证明 p ⋄ e ̸⊆ q。如果 p ⋄ e ⊆ q，根据引理 3.4.2，我们有

q < p。这与 p < q 相矛盾，因此，p⋄e ̸⊆ q。因为 Ass_InternalD(e, p) ⩾ support(p)−∆，

p ⊂ q，p ⋄ e ̸⊆ q，根据引理 3.4.3，我们有 support(q)− support(q ⋄ e) ⩽ ∆。根据 ∆-跳
跃模式的定义，q 不是 ∆-跳跃模式。 □
对于 DFS 编码树中的一个图模式 p，如果定理 3.4.1 中的条件成立，那么 p 的所

有后裔都不是 ∆-跳跃模式。而且，因为 support(p) − support(p ⋄ e) ⩽ support(p) −
Ass_Internal(e, p) ⩽ ∆，所以 p 本身也不是 ∆-跳跃模式。因此，可以安全地裁剪以 p

为根的分枝。这种裁剪技术称为基于内扩展的裁剪。

例 3.4.2 假定用 min _ sup=2 和 ∆=1 从图 2 所示的数据库中挖掘频繁 ∆-跳
跃模式。生成的 DFS 编码搜索树如图 6 所示。该搜索树中结点 5 对应的图模式为
p = {(0, 1, A, x, A)− (1, 2, A, y, B)− (2, 3, B, z, C)}，边 e = (2, 0, y) 是 p 的内扩展边。

根据最小 DFS 编码的定义，p ⋄ e < p。容易计算 support(p)=4，Ass_InternalD(e, p)=
3。因此，Ass_InternalD(e, p) ⩾ support(p) − ∆。利用基于内扩展的裁剪技术，以结

点 5 为根的分枝可以安全地被裁剪掉。同理，以结点 8 为根的分枝也可以利用基于内
扩展的裁剪技术安全地被裁剪掉。
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类似地，我们也为 δ-跳跃模式导出了如下基于内扩展的裁剪条件。

定理 3.4.2 设 D 是一个图数据库，min_sup 是最小支持度，e = (i, j, el) 是图模

式 p 的内扩展边。如果 Ass_InternalD(e, p) ⩾ support(p) − min_sup × δ，p ⋄ e < p，

那么在 DFS 编码树上 p 的所有后裔都不是频繁 δ-跳跃模式。
证明 设在 DFS编码树上 q是 p的任意一个后裔。根据引理 3.4.1，我们有 p ⊂ q，

p < q。现在用反证法证明 p⋄e ̸⊆ q。如果 p⋄e ⊆ q，根据引理 3.4.2，我们有 q < p。这与

p < q 相矛盾，因此，p ⋄ e ̸⊆ q。因为 Ass_InternalD(e, p) ⩾ support(p)−min_sup× δ，

p ⊂ q，p⋄e ̸⊆ q，根据引理 3.4.3，我们有 support(q)−support(q⋄e) ⩽ min_sup×δ。根据 q

是否频繁分两种情况讨论: (1)如果 q 不是一个频繁模式，结论显然成立。(2)如果 q 是

一个频繁模式，那么 support(q) ⩾ min_sup。因此，support(q)−support(q⋄e)
support(q) ⩽ min_sup×δ

min_sup = δ。

根据 δ-跳跃模式的定义，q 不是 δ-跳跃模式，结论成立。 □

3.4.4 基于外扩展的裁剪

除了利用内扩展边导出有效的剪枝条件，我们还可以利用外扩展边设计有效的裁

剪技术。先给出外关联和外关联数的定义。

定义 3.4.3(外关联) 设 G是数据库中的一个图，图模式 p是 G的一个子图，(i, el,

vl) 是图模式 p 的外扩展边。如果对 p 到 G 的每一个子图同构 f，G 都有一个结点 v，

并且同时满足如下条件:
(1) 结点 v 的标号是 vl；

(2)(f(i), v) 是一条标号为 el 的边；

(3) 不存在 p 中的结点 j 使得 f(j) = v，

那么称在 G 上 e = (i, el, vl) 外关联于 p。

定义 3.4.4(外关联数) 设 D 是一个图数据库，e = (i, el, vl) 是图模式 p 的外扩展

边。在 D 上 e 相对于 p的外关联数的定义为 Ass_ExternalD(e, p)=|{Gi|Gi ∈ D，e 在

Gi 上外关联于 p}|。

例 3.4.3 边 e = (0, x,D)是图模式 p = {(0, 1, D, y, E)}的外扩展边。对于图 2中

的数据库 D，容易验证在 G5，G6 和 G7 上，e 外关联于 p。因此，在 D 上 e 相对于

p 的外关联数 Ass_ExternalD(e, p) = 3。

如果在图 G 上 e = (i, el, vl) 外关联于 p，意味着 p 在 G 上的每次出现都蕴含着

p ⋄ e 的出现。注意: 如果 e 是 p 的外扩展边，e 可能是也可能不是 p 的向前扩展边。

例如:边 e = (2, z, C)是图模式 {(0, 1, A, x, A)− (1, 2, A, y, B)}的外扩展边和向前扩展
边。然而 e = (2, x, A)只是图模式 {(0, 1, A, y, B)− (1, 2, B, y, A)− (1, 3, B, z, C)}的外
扩展边，但不是它的向前扩展边。
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利用引理 3.4.3 的思想，我们很可能做出这样的假设: 设 D 是一个图数据库，e =

(i, el, vl) 是图模式 p 的外扩展边。如果 Ass_ExternalD(e, p) ⩾ support(p)−∆，p ⊂ q，

p ⋄ e ̸⊆ q，那么 support(q)− support(q ⋄ e) ⩽ ∆。不幸的是，这样的假设并不成立。请

看下面的反例。

例 3.4.4 考虑图 7中的数据库和图模式。边 e = (1, y, C)是图模式 p = {(0, 1, A, x,
B)}的外扩展边。容易计算得到 support(p)=3，Ass_ExternalD(e, p)= 3。设 ∆=1，显
然 Ass_ExternalD(e, p) ⩾ support(p) − ∆。对于图 7 中的模式 q，我们有 p ⊂ q，

p ⋄ e ̸⊆ q，上面假设的条件成立。然而，support(q)=3，support(q ⋄ e) = 1。因此，

support(q)− support(q ⋄ e) > ∆，上面假设的结论并不成立。
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图 7 基于外扩展裁剪的反例

在上面的例子中，尽管在 G1，G2 和 G3 上边 e = (1, y, C) 外关联于图模式 p =

{(0, 1, A, x,B)}。然而，在 G1 和 G2 上边 e 中标号为 C 的端点只能出现在 q 的实例

中。因此，在 G1 和 G2 上 q 不能被扩展成 q ⋄ e，从而使得上面假设的结论不成立。对
于内关联，这种情况从来不会发生，因为使用内扩展边扩展图模式时不会引进任何新

结点。对于一般的外关联，我们无法保证例 3.4.4中的情况不会发生。因此，我们不能

像内关联那样简单地利用外关联来设计裁剪技术。

幸运的是，当外关联满足一些额外的约束时，我们可以保证例 3.4.4 中的情况不

会发生。在介绍额外约束之前，再定义几个新概念。

在一个图中，不在任何环中出现的边称为桥。例如，在图 7 所示的 G3 中，标号

为 y 的两条边就是桥。

定义 3.4.5(桥关联) 设 G 是数据库中的一个图，图模式 p 是 G 的一个子图，

(i, el, vl) 是图模式 p 的外扩展边。如果对 p 到 G 的每一个子图同构 f，G 都有一

个结点 v，并且同时满足如下条件:
(1) 结点 v 的标号是 vl；

(2)(f(i), v) 是一条标号为 el 的边；

(3) 不存在 p 中的结点 j 使得 f(j) = v；

(4)(f(i), v) 是 G 中的桥，

那么称在 G 上 e = (i, el, vl) 桥关联于 p。
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定义 3.4.6(桥关联数) 设 D 是一个图数据库，e = (i, el, vl) 是图模式 p 的外扩展

边。在 D 上 e 相对于 p 的桥关联数的定义为 Ass_BridgeD(e, p)=|{Gi|Gi ∈ D，在 Gi

上 e 桥关联于 p}|。

例 3.4.5 边 e = (1, y, C) 是图模式 p = {(0, 1, A, x,B)}的外扩展边。对于图 7 中

的数据库 D，可以验证在 G1，G2 和 G3 上 e外关联于 p，Ass_ExternalD(e, p)=3。然
而，只在 G3 上，e 桥关联于 p。因此，Ass_BridgeD(e, p)=1。
根据外关联和桥关联的定义可以看出桥关联是一种特殊的外关联。因此，桥关联

数应小于或等于外关联数，即 Ass_BridgeD(e, p) ⩽ Ass_ExternalD(e, p)。使用桥关联，
我们有下面的引理。

引理 3.4.4 设 D 是一个图数据库，e = (i, el, vl) 是图模式 p 的外扩展边。若

Ass_BridgeD(e, p) ⩾ support(p)−∆，p ⊂ q，p⋄e ̸⊆ q，则 support(q)−support(q⋄e) ⩽ ∆。

证明 类似于引理 3.4.3 的证明。 □
根据引理 3.4.1，引理 3.4.2 和引理 3.4.4，我们可以为 ∆-跳跃模式导出如下基于

外扩展的剪枝条件。

定理 3.4.3 设 D 是一个图数据库，e = (i, el, vl) 是图模式 p 的外扩展边。如果

Ass_BridgeD(e, p) ⩾ support(p)−∆，p ⋄ e < p，那么在 DFS 编码树上 p 的所有后裔

都不是 ∆-跳跃模式。
证明 参照定理 3.4.1 的证明过程，根据引理 3.4.1，引理 3.4.2 和引理 3.4.4 容

易证明该定理。 □
例 3.4.6 演示定理 3.4.3 的作用。假定用 min_sup = 2 和 ∆=1 从图 2 所示的数

据库 D 中挖掘频繁 ∆-跳跃模式。生成的 DFS 编码搜索树如图 6 所示。该搜索树中

结点 19 对应的图模式为 p = {(0, 1, D, y, E)}，边 e = (0, x,D) 是 p 的外扩展边。根

据最小 DFS 编码的定义, 有 p ⋄ e < p。容易计算 support(p)=4，Ass_BridgeD(e, p)=
3。因此，Ass_BridgeD(e, p) ⩾ support(p)−∆。根据定理 3.4.3，以结点 19 为根的分
枝不含有 ∆-跳跃模式，所以该分枝可以安全地被裁剪掉。
除了使用桥关联，在某些特殊的情况下仅仅使用外关联也可以得到有效的剪枝条

件，如定理 3.4.4 所示。

定理 3.4.4 设 D 是一个图数据库，e = (i, el, vl) 是图模式 p 的外扩展边。如果

Ass_ExternalD(e, p) ⩾ support(p)−∆，并且根据标号集上定义的顺序 vl 小于 p 中所

有结点的标号，则在 DFS 编码树上 p 的所有后裔都不是 ∆-跳跃模式。
证明 设在 DFS编码树上 q是 p的任意一个后裔。根据引理 3.4.1，我们有 p ⊂ q，

p < q。现在用反证法证明 q 中不含有标号为 vl 的结点。若 q 中含有标号为 vl 的结点，

根据最小 DFS 编码的定义，我们有 q < p。这与 p < q 相矛盾。

把 p 的支持集分成不相交的两个子集 S1 和 S2，其中 S1={Gi|Gi ∈ D，在 Gi 上
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e 外关联于 p}，S2={Gi|Gi ∈ D，在 Gi 上 e 不与 p 外关联}。显然，support(p) =
|S1|+|S2|，Ass_Internal(e, p)=|S1|。因为 p ⊂ q，我们可以假定在 S1 中有 x 个图含有

q，在 S2 中有 y 个图含有 q。因此，support(q) = x+ y。设 G 是 S1 中含有 q 的任意

一个图，Iq 是 q 在 G 中的任意一个实例。因为 p ⊂ q，Iq 也含有 p 在 G 中的一个实

例 Ip。因为在 G 上 e 外关联于 p，Ip 能被扩展成 Ip ⋄ e，Ip ⋄ e 中引进了一个标号为
vl 的新结点 v。因为 q 中不含有标号为 vl 的结点，所以 Iq 中不含有这个新结点 v。因

此，Iq 能被扩展得到 Iq ⋄ e，G 含有 q ⋄ e。因为 G 是 S1 中含有 q 的任意一个图，我

们有 support(q ⋄ e) ⩾ x。因此，support(q)− support(q ⋄ e) ⩽ (x+ y)− x = y ⩽ |S2| =
support(p)− |S1| = support(p)−Ass_External(e, p) ⩽ ∆。根据 ∆-跳跃模式的定义，q

不是 ∆-跳跃模式。 □
例 3.4.7 演示定理 3.4.4的作用。假定用 min_sup = 2和 ∆ = 1从图 2所示的数

据库 D 中挖掘频繁 ∆-跳跃模式。生成的 DFS编码搜索树如图 6所示。该搜索树中结

点 13对应的图模式为 p = {(0, 1, B, z, C)}，边 e = (0, y, A)是 p的外扩展边。容易计算

support(p)=4，Ass_ExternalD(e, p)= 3。因此，Ass_ExternalD(e, p) ⩾ support(p)−∆。

而且，标号 A 小于 p 中所有结点的标号。定理 3.4.4 的条件被满足。因此，以结点 13
为根的分枝可以被安全地裁剪掉。

利用外扩展边，定理 3.4.3 和定理 3.4.4 给出了两种不同的裁剪技术。这两种裁剪

技术被称为基于外扩展的裁剪。类似地，我们也为 δ-跳跃模式设计了如下基于外扩展
的裁剪技术。

定理 3.4.5 设 D 是一个图数据库，min_sup是最小支持度，e = (i, el, vl)是图模

式 p 的外扩展边。如果 Ass_BridgeD(e, p) ⩾ support(p)−min_sup× δ，p ⋄ e < p，那

么在 DFS 编码树上 p 的所有后裔都不是频繁 δ-跳跃模式。
证明 参考定理 3.4.2 和定理 3.4.3 的证明过程，很容易证明该定理。 □
定理 3.4.6 设 D 是一个图数据库，min_sup是最小支持度，e = (i, el, vl)是图模

式 p 的外扩展边。如果 Ass_ExternalD(e, p) ⩾ support(p) − min_sup × δ，并且根据

标号集上定义的顺序 vl 小于 p 中所有结点的标号，那么在 DFS 编码树上 p 的所有后

裔都不是频繁 δ-跳跃模式。
证明 参考定理 3.4.2 和定理 3.4.4 的证明过程，很容易证明该定理。 □

3.4.5 GraphJP 算法

使用 3.4.3 节和 3.4.4 节给出的裁剪技术，可以裁剪掉大量的非频繁跳跃模式。然

而，剩余的频繁图模式也不全是跳跃模式。我们需要从剩余的频繁图模式中选出跳跃

模式。幸运的是，由 3.4.3 节和 3.4.4 节的裁剪技术，这很容易实现。为了尽可能早地
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裁剪图模式搜索空间，对每一个频繁图模式 p，我们检查 p 的所有可能的扩展边，以

判断 3.4.3 节和 3.4.4 节中的剪枝条件是否能被满足。因此，对每一个频繁图模式 p，

我们得到了 p 的所有多一条边的超图及其支持度，根据跳跃模式的定义，我们可以直

接判断 p 是否是跳跃模式。

本小节将 3.4.3 节和 3.4.4 节的裁剪技术集成到 DFS 编码搜索框架中，给出挖掘
频繁 ∆-跳跃模式的完整算法 GraphJP，如算法 6 所示。

Algorithm 6: GraphJP 算法
Input: 图数据库 D，最小支持度 min_ sup，跳跃距离阀值 ∆
Output: D 中所有频繁 ∆-跳跃模式集合 JS

1 扫描 D 一次，得到所有频繁边；
2 删除 D 中不频繁的结点和边；
3 检索并标记 D 中每个图的所有桥；
4 S1 = D 中所有频繁 1-边子图的最小 DFS 编码
5 JS = ∅；
6 for S1 里的每个 DFS 编码 p do
7 调用 MiningJumpPatterns(p,D,min_ sup,∆, JS)；

8 输出 JS；

算法 GraphJP 有如下工作: 初始化时，算法先扫描数据库，得到频繁边集合，然
后删除数据库中不频繁的边和结点，最后检测并标记数据库中每个图的所有桥（定理

3.4.3 的裁剪技术需要利用这些信息）。在这之后，对每个 1-边频繁子图，算法调用子
过程 MiningJumpPatterns(如算法 7 所示) 进行深度优先搜索，发现所有频繁 ∆-跳跃
模式。

在子过程 MiningJumpPatterns 的第 1 行，扫描数据库 D，发现当前图模式 p 的

所有可能扩展边（包括非最右扩展边）。所有非最右扩展边记录在 NRE 中，所有最

右扩展边记录在 RE 中。根据 DFS 编码搜索树的构造，如果边 e 不是 p 的最右扩

展，p ⋄ e 将在 p 之前被发现，而且 p ⋄ e < p。因此，对 NRE 中的每条边 e 都有

p ⋄ e < p。第 2-4 行对 NRE 中的内扩展边应用基于内扩展的裁剪技术。如果 NRE

中存在内扩展边 e，使得 Ass_Internal(e, p)⩾support(p)−∆，根据定理 3.4.1，说明以

p 为根的分枝不含有 ∆-跳跃模式。因此，可以安全地裁剪以 p 为根的分枝，从子过

程 MiningJumpPatterns 返回。类似地，第 5-10 行对 NRE 中的外扩展边应用基于外

扩展的裁剪技术 (定理 3.4.3 和定理 3.4.4)。第 11 行计算当前图模式 p 的绝对跳跃值

JVabs(p)，因为在第 1 行已经枚举了 p 的所有扩展边，从而得到了 p 的所有多一条边

的超图的支持度。如果 JVabs(p) 大于 ∆，说明 p 是频繁 ∆-跳跃模式，将 p 放入结果

集 JS 中。注意:尽管算法检查 p的所有可能扩展边，然而像 gSpan [145] 算法那样，只

对 p 进行最右扩展。对 RE 中的每个最右扩展边 e（第 16 行），如果 p ⋄ e 是频繁的，
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Algorithm 7: MiningJumpPatterns 算法
Input: 一个最小的 DFSCode p，图数据库 D，最小支持度 min_ sup，跳跃距离阀值 ∆，频繁 ∆-跳

跃模式集合 JS
Output: 频繁 ∆-跳跃模式集合 JS

1 扫描 D 一次，发现所有边 e 使得 p 能被 e 扩展成子图 p ⋄x e；RE 记录 p 的所有最右扩展，NRE 记
录 p 的所有非最右扩展；

2 if ∃e ∈ NRE 满足 Ass_Internal(e, p) ⩾ support(p)−∆ then
3 返回；/* 定理 5.4.1 的裁剪技术 */
4 if ∃e ∈ NRE 满足 Ass_Bridge(e, p) ⩾ support(p)−∆ then
5 返回；/* 定理 5.4.3 的裁剪技术 */
6 if ∃e ∈ NRE 满足 Ass_External(e, p) ⩾ support(p)−∆，并且 e 的一个结点标号小于 p 中所有结点
的标号 then

7 返回；/* 定理 5.4.4 的裁剪技术 */
8 根据 RE 和 NRE 计算 p 的绝对跳跃值 JVabs(p)
9 if JVabs(p) > ∆ then

10 把 p 放入 JS；

11 根据字典 DFS 顺序，对 RE 中的所有最右扩展进行排序；
12 for RE 里的每个最右扩展边 e do
13 if p ⋄ e 是频繁的 (w.r.t. min_ sup)，并且 p ⋄ e = min(p ⋄ e) then
14 调用 MiningJumpPatterns (p ⋄ e,D,min_ sup,∆, JS)；

15 if Ass_Internal(e, p) ⩾ support(p)−∆ then
16 跳出 for 循环；/* 定理 5.4.1 的裁剪技术 */
17 if Ass_Bridge(e, p) ⩾ support(p)−∆ then
18 跳出 for 循环；/* 定理 5.4.3 的裁剪技术 */
19 if Ass_External(e, p) ⩾ support(p)−∆，并且 e 的一个结点标号小于 p 中所有结点的标号 then
20 跳出 for 循环；/*

定理 5.4.4 的裁剪技术 */
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并且 p ⋄ e 是对应图模式的最小 DFS 编码，那么算法对 p 的孩子 p ⋄ e 递归调用子过
程 MiningJumpPatterns 继续深度优先搜索（第 18 行）。在处理完 p 的一条最右扩展

边 e之后（完成对 p ⋄ e的递归调用），算法可以利用边 e再次应用裁剪技术。第 20-22
行再次使用基于内扩展的裁剪技术，设 e

′ 是剩余的任意一条最右扩展边，q=p ⋄ e′ 是

p 的一个剩余孩子，显然，q ⋄ e < q。如果 Ass_Internal(e, p) ⩾ support(p)−∆，容易

证明 Ass_Internal(e, q) ⩾ support(q)−∆。根据定理 3.4.1，可知以 q 为根的分枝不含

有 ∆-跳跃模式。因此，如果 Ass_Internal(e, p) ⩾ support(p)−∆，说明在以 p 的剩余

孩子为根的分枝中都不含有 ∆-跳跃模式，那么算法可以扔掉 p 的剩余的最右扩展边，

从子过程 MiningJumpPatterns返回。类似地，第 23-28行再次应用基于外扩展的裁剪
技术（定理 3.4.3 和定理 3.4.4）。算法 GraphJP 完成之后，JS 中包含所有频繁 ∆-跳
跃模式。

下面给出算法 GraphJP 正确性的证明，算法的效率将在实验中得到验证。

定理 3.4.7 算法 GraphJP 产生的结果是正确而完备的。
证明 正确性证明。设 p 是结果集 JS 中的任意一个图模式。根据算法的执行

步骤可知，p 只能在子过程 MiningJumpPatterns 的第 13 行被加入 JS。根据第 12 行
的测试条件和 ∆-跳跃模式的定义，可知 p 是 ∆-跳跃模式。又因为进入子过程 Min-
ingJumpPatterns（被算法 GraphJP 第 7 行和子过程 MiningJumpPatterns 第 18 行调
用）的任何图模式一定是频繁的，因此 p 是频繁 ∆-跳跃模式。

完备性证明。设 p是数据库中的任意一个频繁图模式。如果 p不在结果集 JS 中，

那么说明 p 可能在子过程 MiningJumpPatterns 中的第 3 行，第 6 行，第 9 行，第 21
行，第 24 行，第 27 行被裁剪掉，也可能在第 12 行被过滤掉。如果 p 在第 3 行或第
21 行被裁剪掉，根据定理 3.4.1，可知 p 不是 ∆-跳跃模式。如果 p 在第 6 行或第 24
行被裁剪掉，根据定理 3.4.3，可知 p 不是 ∆-跳跃模式。如果 p 在第 9 行或第 27 行
被裁剪掉，根据定理 3.4.4，可知 p 不是 ∆-跳跃模式。如果 p 在第 12 行被过滤掉，根
据 ∆-跳跃模式的定义，可知 p 不是 ∆-跳跃模式。因此，如果一个频繁图模式 p 不在

结果集 JS 中，说明 p 一定不是 ∆-跳跃模式。 □

类似于上面给出的 GraphJP 算法，根据定理 3.4.2，定理 3.4.5 和定理 3.4.6 给出

的裁剪技术，我们也很容易设计一个挖掘频繁 δ-跳跃模式的算法。

3.5 实验结果及分析

我们进行了大量的实验来考查算法的执行效率、可扩展性、跳跃阀值的作用、裁

剪技术的有效性以及挖掘结果的可用性。
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3.5.1 实验设置

在实验中，我们使用化合物数据 PTE和 AIDS。PTE数据含有 340个化合物。文
献 [83] 显示: 尽管 PTE 数据集只含有少量化合物，然而该数据集中大部分化合物的
尺寸都很大，而且可以共享大的化学结构。这些大的化学结构很可能是化合物的功能

团。AIDS 数据含有大约 44 000 个化合物。AIDS 化合物根据对艾滋病病毒的抑制作
用可以被分成三类:CA(confirmed active)，CM(confirmed moderately)和 CI(confirmed
inactive)。其中，CA含有 422个化合物，CM含有 1 081个化合物，CI含有剩余的化
合物。文献 [146]显示:CA中的化合物可以共享大的化学片段 (chemical fragment)，这
些大的化学片段很可能是化合物的功能团。而 CM 和 CI 中的化合物更加多样化，不
以某些特定的化学片段为中心。与 CM 和 CI 相比，CA 数据集更有意义，因为从 CA
数据集中可以选择或合成新的抗艾滋病药物。因为我们的算法适合挖掘化合物的核心

子结构 (功能团)，所以我们的算法更适合挖掘 CA 数据集。此外，为了测试算法在不
同特征数据库中的效率，我们也使用文献 [83] 中的图数据生成器生成了具有各种不同
特征的图集合。生成器的参数含义在文献 [83] 中有详细的描述。化合物主要以树结构
为主，为了测试内关联裁剪技术的有效性，我们让合成数据含有更多的环结构。

本章中的算法使用 C++ 语言实现，用带有-O3 优化选项的 g++ 编译。用于实验
的计算机具有 PIV 3.0GHz CPU 和 1GB 内存，运行 RedHat Linux 8.0 操作系统。
据我们所知，GraphJP 是第一个从图数据库中挖掘频繁跳跃模式的算法，不借助

其他算法也能完成同样的任务。因此，我们可以从各种角度来考查算法 GraphJP。

3.5.2 跳跃距离阀值的作用

本小节考查不同的跳跃距离阀值对输出的跳跃模式数量和挖掘效率的影响。我们

选择了 PTE，CA 和 D1kV4E2I5T20L20 三个图集合。对每个图集合，固定一个尽可
能小的支持度，同时变化跳跃距离阀值 ∆ 的大小。图 8 显示了在 PTE 数据集上当 ∆

值变化时，输出的频繁 ∆-跳跃模式数量和算法 GraphJP 的挖掘时间。图 9 显示了在

CA 数据集上的实验结果，图 10 显示了在 D1kV4E2I5T20L20 数据集上的实验结果。
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图 8 在 PTE 数据集上的实验结果

从图 8 ∼ 图 10 可以看出，当 ∆ 值增加时，频繁 ∆-跳跃模式的数量下降。根据
∆-跳跃模式的定义可知，当 ∆ 值增加时，意味着更多的频繁图模式能被过滤掉，因

而频繁 ∆-跳跃模式的数量减少。在实验中，我们发现了一个非常有意思的现象: 当 ∆

值从 0 开始稍微增加时，频繁 ∆-跳跃模式的数量就急剧下降。例如: 在 PTE 数据集
上，当 ∆ 值从 0 变化到 2 时，频繁 ∆-跳跃模式的数量从 1 641 急剧下降到 445。因
为 0-跳跃模式等价于闭图模式 (见引理 3.3.3)，所以，当 ∆ 稍微大于 0 时，频繁 ∆-跳
跃模式的数量就比频繁闭图模式的数量少很多。在实际应用中，用户往往希望得到一

个小的而有意义的图模式集合，而有意义的图模式又是那些具有高跳跃值的跳跃模式

(见 3.5.6 节)。因此，在实际应用中，我们可以使用大的 ∆ 值来挖掘图数据库，快速

地得到一个小的而有意义的图模式集合。

从图 8 ∼ 图 10 可以看出，随着 ∆ 值的增加，算法的运行时间也在迅速地减少，

这很容易理解。根据定理 3.4.1，定理 3.4.3和定理 3.4.4可知，当 ∆值增加时，裁剪条

件更容易被满足，更多不含有 ∆-跳跃模式的分枝可以被安全地裁剪掉，因而算法的挖
掘效率也被大大地改善。例如: 在 CA 数据集上，当 ∆=0 时，GraphJP 需要大约 150
秒来完成挖掘任务。然而，当 ∆=10 时，GraphJP 需要大约 50 秒就能完成挖掘任务。
我们也考查了相对的跳跃距离阀值 δ 对输出的频繁 δ-跳跃模式数量和挖掘效率的

影响。图 11 显示了在 CA 数据集上，当 δ 值变化时，输出的频繁 δ-跳跃模式的数量
和挖掘算法所用的时间。类似于 ∆ 的作用，当 δ 值增加时，频繁 δ-跳跃的数量迅速
地减少，而算法的运行效率被快速地改善。
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图 9 在 CA 数据集上的实验结果

3.5.3 裁剪技术的有效性

本小节评价算法 GraphJP 中使用的裁剪技术的有效性。表 1 显示了各种裁剪技

术组合而得到的算法的变体。

表 1 GraphJP 算法的变体

算法的变体 含义
GraphJP-NP 在 GraphJP 不使用任何裁剪技术
GraphJP-IP 在 GraphJP 只使用基于内扩展的裁剪技术
GraphJP-EP 在 GraphJP 只使用基于外扩展的裁剪技术

GraphJP 在 GraphJP 使用所有裁剪技术

我们选择 PTE，CA 和 D1kV4E2I5T20L20 三个图集合。对每个图集合，固定跳
跃距离阀值 ∆ 等于 2，变化最小支持度 min_sup 的大小。图 12 显示了在 PTE 数
据集上当支持度变化时，不同算法的运行时间和枚举的子图数量。图 13 显示了在 CA
数据集上的实验结果，图 14显示了在 D1kV4E2I5T20L20数据集上的实验结果。从图
12 ∼ 图 14 可以看出，基于内扩展的裁剪技术和基于外扩展的裁剪技术能极大地改善

算法 GraphJP 的效率。而且，支持度越低，这两种裁剪技术越有效。例如: 在 CA 数
据集上，当支持度是 5% 时，GraphJP 比 GraphJP-NP 快 1 个数量级还多。
此外，我们也观察到在化合物数据集上，基于外扩展的裁剪技术比基于内扩展的

裁剪技术更有效。这是因为化合物中主要以稀疏图为主，频繁图模式集合中的大部分

都是树结构。因此，外扩展边的数量要明显多于内扩展边的数量，从而使得基于外扩

展的裁剪条件更容易被满足。相反的，合成图集合 D1kV4E2I5T20L20 中含有更多的
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图 10 在 D1kV4E2I5T20L20 数据集上的实验结果

环，这使得内扩展边的数量多于外扩展边的数量，因此在这个数据集上基于内扩展的

裁剪技术比基于外扩展的裁剪技术更有效。

在实验中，我们也改变了图的密度，测试不同的图密度对裁剪技术的影响。我们

发现，图密度越大，基于内扩展的裁剪技术就越有效。反之，图密度越小，基于外扩

展的裁剪技术就越有效。

3.5.4 与 CloseGraph 比较

根据引理 3.3.3，闭图模式等价于 0-跳跃模式。因此，算法 GraphJP 也可以
直接用来挖掘频繁闭图模式。我们将著名的闭图模式挖掘算法 CloseGraph [146] 与

GraphJP 进行比较。图 15 显示了在 PTE 数据集和 CM 数据集上变化支持度大小

时，GraphJP(∆=0) 和 CloseGraph 的运行时间的比较。

可以看出，GraphJP优于 CloseGraph。总的来说，挖掘效率能提高 20%左右。这
是因为，CloseGraph 为了保证挖掘结果的完整性使用了失败检测机制。然而，正如文
献 [146] 所指出的那样，失败检测有时侯能使 CloseGraph 的性能下降大约一半。而我
们的算法 GraphJP 利用桥约束 (定理 3.4.3) 来保证不丢失任何挖掘结果，从而完全避
免了失败检测，提高了算法的挖掘效率。更重要的是，当 ∆ 大于 0 时，CloseGraph
并不能挖掘频繁 ∆-跳跃模式，而 GraphJP 随着 ∆ 值的增加可以更高效地挖掘频繁

∆-跳跃模式 (见 3.5.2 节)。
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图 11 在 CA 数据集上的实验结果，测试 δ 的作用
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图 12 在 PTE 数据集上裁剪技术的有效性，∆=2

3.5.5 算法可扩展性

本小节研究算法 GraphJP 的可扩展性。我们使用参数 V4E2I5T20L20 生成了从
10K 到 100K 的合成数据，固定 min_sup = 6%，∆=2，运行 GraphJP，实验结果如
图 16 所示。从图 16 可以看出，算法 GraphJP 有很好的可扩展性。随着数据量的增
加，GraphJP 的运行时间也在线性地增加。

3.5.6 跳跃模式的可用性

本小节考查算法 GraphJP 挖掘结果的可用性。我们显示 CA 数据集上有意义的
图模式是那些具有高跳跃值的跳跃模式。CA 数据集中的化合物被分成如下几个化学
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图 13 在 CA 数据集上裁剪技术的有效性，∆=2

类别 [2]:Azido Pyrimidines，Dyes Polyanions，Pyrimidine Nucleosides，Heavy Metal
Compounds，Purine Nucleosides。我们发现每类中的核心子结构 (最大公共子结构)都
是 CA 数据集上具有高跳跃值的跳跃模式。例如: 图 17 显示了 Azido Pyrimidines 类
的核心子结构，它的支持度是 64，绝对跳跃值是 13，相对跳跃值是 0.203 15。Azido
Pyrimidines 类中的化合物 AZT 目前是一种使用最为广泛的抗艾滋病药物 [2]，而且

AZT只比该类的核心子结构多一条边。图 18显示了另一类化合物 Dyes Polyanions的
核心子结构，它的支持度是 52，绝对跳跃值是 16，相对跳跃值是 0.307 962。其他类
化合物的核心子结构也都有类似的特点，即具有高跳跃值。显然，从化学角度讲每类

中的核心子结构可以代表该类的一个功能团。这些功能团可以为新药物的设计提供重

要的指导信息，因而具有重要的实际意义。因为这些功能团 (核心子结构)都是具有高
跳跃值的跳跃模式，根据前面实验中的参数设置，它们都将被算法 GraphJP 发现。

3.6 本章小结

本章提出了从图数据库中挖掘频繁跳跃模式的问题，并给出了解决该问题的一个

高效算法 GraphJP。为了有效地裁剪图模式搜索空间，本章提出了两种新的裁剪技术，
即基于内扩展的裁剪和基于外扩展的裁剪。实验结果表明，这些裁剪技术能使算法的

性能提高一个数量级，GraphJP 算法具有线性扩展性和高挖掘效率。在化合物上的实
验结果显示 GraphJP能高效地挖掘图数据库中的核心子结构 (化合物中的功能团)。因
为图代表了通用的模式类型，本章给出的度量定义和挖掘方法也容易被扩展来挖掘其

他的模式类型，例如: 项集模式、序列模式、树模式等。
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图 14 在 D1kV4E2I5T20L20 数据集上裁剪技术的有效性，∆=2
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图 15 比较 GraphJP(∆=0) 和 CloseGraph
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4.1 引言

近年来，科学与工程领域积累了大量可以用图来建模的数据，如化合物分子结构、

蛋白质交互网络、基因相关网络、社会网络、传感器网络等。目前，很多与图有关的

应用都需要利用图模式来管理、查询和分析图数据。例如:在图查询 [34,147] 中，利用图

模式可以建立有效的索引，提高查询处理效率；在图分类 [43] 中，利用图模式可以建

立有效的分类模型，提高分类准确率。因此，从图数据库中发现有用的图模式已经成

为数据挖掘领域一项重要的研究课题。

目前，与图模式挖掘有关的绝大部分研究主要集中在如何高效地挖掘频繁子

图 [20,66,69,83,103,145]，及频繁子图的各种简洁表示 (频繁闭图模式 [146] 和极大频繁图模

式 [67,122])。然而，很少有研究考虑如何根据用户给定的意义度量来挖掘图模式。本质
上，频繁子图挖掘所使用的支持度恰恰是一种特殊的意义度量。在不同的应用中，用

户很可能需要不同的意义度量。因此，设计针对通用意义度量的图模式挖掘算法将有

广泛的应用背景。

给定一个意义度量，一个直观的图模式挖掘方法就是传统 Top-K挖掘，即对所有
可能的图模式根据度量值的大小递减排序，输出前 K 个图模式。然而，传统 Top-K
挖掘并不考虑图模式之间的相关性，输出的 Top-K模式可能非常相似。图 1显示了信

息增益作为意义度量时，传统 Top-K 挖掘方法从一个化合物集合中挖掘的 Top-5 图
模式。这 5 个图模式在结构上非常相似。如果用户得到其中一个图模式，则对其他图
模式就失去了兴趣，因为在实际应用中用户希望得到的是一个多样化的图模式集合。

为了克服传统 Top-K 挖掘方法的缺点，本章研究基于联合意义度量的 Top-K 图
模式挖掘方法。联合意义度量的作用域是图模式集合而不是图模式，因此充分考虑了

图模式之间的相关性。给定一个联合意义度量，本章要研究的问题就是挖掘 Top-K图
模式，联合起来使该意义度量最大化。本章的目标是设计一个适用于任何联合意义度

量的通用 Top-K 挖掘算法。

本章首先讨论了适用于图模式集合的联合意义度量，并利用信息论中的概念 (联
合熵和信息增益)给出了两个具体的问题定义 MES和 MIGS，然后证明了它们是 NP-
hard 问题。为了高效地挖掘联合意义度量下的 Top-K 图模式，本章还给出了两个算
法 Greedy-TopK 和 Cluster-TopK。Greedy-TopK 先产生频繁图模式 (或频繁闭图模
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图 1 传统 Top-K 方法产生的 Top-5 图模式

式)，然后增量贪心地选择 K 个图模式。我们证明了如果用户给定的意义度量满足

submodular 性质，Greedy-TopK 能提供近似比保证。为了进一步提高 Greedy-TopK
的效率，我们针对 MES 和 MIGS 这两个具体问题的意义度量设计了有效的裁剪技术，
将其嵌入频繁子图挖掘框架中以帮助裁剪图模式搜索空间。然而，当频繁图模式 (或频
繁闭图模式)数量较大时，Greedy-TopK效率低、可扩展性差。为此，我们又提出了一
个更高效的算法 Cluster-TopK。Cluster-TopK先从图数据库中挖掘所有频繁图模式的
一个代表模式集合，然后从代表模式中增量贪心选择 K个图模式。Cluster-TopK最大
的优点是无需产生频繁图模式 (或闭图模式) 就能快速地从图数据库中挖掘一个代表
模式集合。而且，因为代表模式的数量比闭图模式的数量少很多，所以 Cluster-TopK
的贪心选择也比 Greedy-TopK的贪心选择快很多。此外，我们还严格地从理论上证明
了 Cluster-TopK 产生的解和 Greedy-TopK 产生的解非常接近。
大量真实数据上的实验结果表明本章定义的 Top-K 挖掘在结果质量和可用性方

面要远远优于传统 Top-K 挖掘。Cluster-TopK 和 Greedy-TopK 挖掘的结果在质量和
可用性方面都非常接近。然而，Cluster-TopK 能比 Greedy-TopK 要快 1 到 2 个数量
级。

综上，本章的主要贡献如下: 第一，提出了一个新的研究问题，即挖掘基于联合
意义度量的 Top-K 图模式。第二，分析了适用于图模式集合的联合意义度量，给出
了两个具体的问题定义 MES 和 MIGS，并证明它们是 NP-hard 问题。第三，提出了
两个高效算法 Greedy-TopK 和 Cluster-TopK。Greedy-TopK 对满足 Submodular 性
质的意义度量有近似比保证，但是当频繁子图数量较多时挖掘效率较低。理论分析表

明 Cluster-TopK产生的解和 Greedy-TopK产生的解非常接近，而且 Cluster-TopK的
挖掘效率远远高于 Greedy-TopK 的挖掘效率。第四，进行了大量广泛的实验来考查
Cluster-TopK 和 Greedy-TopK 的效率、可扩展性以及挖掘结果的可用性。

本章的内容安排如下:4.2 节介绍相关工作；4.3 节介绍预备知识；4.4 节给出问题

- 92 -



第 4 章 基于联合意义度量的 TOP-K 图模式挖掘

定义和 NP-hard问题证明；4.5节给出完整的算法描述和算法分析；4.6节通过实验验
证算法的效率及挖掘结果的可用性；4.7 节对本章进行小结。

4.2 相关工作

频繁子图挖掘在数据挖掘领域中已经被广泛研究。很多高效的频繁子图挖掘算法

已经被提出，大致可分为两类:(1)基于 Apriori的方法；(2)模式增长 (pattern-growth)
方法。基于 Apriori 方法的宽度优先遍历模式搜索空间，在得到大小为 K 的所有频繁

子图之后，先连接产生大小为K+1的候选频繁子图，然后利用支持度的反单调性质删

除候选子图中的非频繁子图，最后扫描数据库，确定剩余候选子图的支持度，得到大小

为 K +1的所有频繁子图。基于 Apriori方法的代表算法包括 AGM [68–70]，FSG [83,85]，

Path-Join [45]，它们之间的区别在于 AGM，FSG，Path-Join 分别采用顶点、边、路
径作为子图模式扩展的单元。模式增长方法采用深度优先方式遍历模式搜索空间，此

方法通常的策略是，在某个频繁子图 p 的基础上，扩展产生 p 的孩子 (p 的超图模
式) 并计算它们的支持度，对 p 的每个频繁孩子，以深度优先方式继续扩展，直到发

现全部频繁子图为止。模式增长方法的代表算法包括 MoFa [20]，MoSS [21]，FFSM [66]，

GASTON [103]，gSpan [145]。通常模式增长方法比基于 Apriori 方法有更好的内存利用
率，因而具有更高的挖掘效率。上面所有这些算法都是挖掘完整的频繁子图集合，而

实际应用中用户只需要其中一部分有意义的图模式。

当用户分析大的图数据库时，一个小的而有意义的图模式集合可以帮助用户快速

地发现图数据库中的重要信息。除了利用图模式直观分析之外，图模式在图查询和图

分类领域中也有广泛的应用。文献 [147] 显示用图模式作为索引特征可以明显地提高
查询处理效率。文献 [31] 和 [43] 显示基于图模式的分类方法在保证高分类准确率的
同时还具有高扩展性等优点。在这些与图模式有关的应用中，使用的图模式只是所有

频繁子图中一部分有意义的图模式，如果使用所有频繁子图将会引起索引规模过大及

“过适应”问题。因此，如何高效地挖掘有意义的图模式将具有广泛的应用背景和重要

的现实意义。

目前，只有少量研究工作考虑如何直接挖掘有意义的图模式。文献 [58] 评价了频
繁子图的统计意义，该方法首先挖掘所有频繁子图，然后把每个频繁子图表示成一个

特征向量，向量的基本元素根据领域知识由用户来选择。频繁子图的统计意义由对应

向量支持度的 p-值来确定。该方法属于模式后处理方法，需要先挖掘所有频繁子图。
当频繁子图很多时，该方法的效率低下。而且，缺乏领域知识的用户很难确定向量的

基本元素及其先验概率。文献 [111] 提出了一个可扩展的算法 GraphSig，直接从图数
据库中挖掘具有统计意义的图模式。GraphSig需要根据领域知识选择一个有意义的特
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征集合，特征的先验概率通过实验计算获得。GraphSig把数据库中的每个图转换成一
个特征向量集合，通过识别有意义的子特征向量来发现原始数据库中那些具有低支持

度并且具有统计意义的图模式。该方法的弱点是缺乏领域知识的用户很难确定有意义

的特征集合及其先验概率。文献 [144] 研究如何从图数据库挖掘使用户给定的意义度
量最大化的图模式，并给出了一个通用的挖掘框架 LEAP。然而，该框架只输出一个
意义度量最大的图模式。在实际应用中，用户经常需要多个有意义的图模式来管理和

分析图数据。

给定一个意义度量，传统的 Top-K方法根据给定的度量对图模式排序，输出前 K

个图模式。尽管该方法可以输出多个图模式，但没有考虑模式之间的相关性。如 4.6.2

节实验所示，该方法会输出结构上很相似的图模式，无法满足用户对图模式集合多样

化的需求。而且，由于输出的图模式存在很大相关性，得到的 Top-K 图模式的整体作
用会被严重削弱 (见 4.6.2 节)。
与上述工作不同，本章研究如何根据联合意义度量来挖掘 Top-K图模式。联合意

义度量隐含地考虑了图模式之间的相关性。因此，根据联合意义度量挖掘 Top-K图模
式将得到一个多样化而有意义的图模式集合。

4.3 预备知识

因为本章后面介绍的意义度量将使用信息论的一些概念 [41]，这里先回顾一下有关

的基本定义。

定义 4.3.1(熵) 随机变量 x的熵定义为 H(x) = −
∑

vx∈dom(x)

p(vx) log(p(vx))，其中

dom(x) 是 x 的定义域，p(vx) 是 x 等于 vx 时的概率。

定义 4.3.2(条件熵) 在给定随机变量 x 的条件下，随机变量 y 的条件熵定义

为 H(y|x) = −
∑

vx∈dom(x)

∑
vy∈dom(y)

p(vx, vy) log(p(vy|vx))，其中 dom(x) 是 x 的定义域，

dom(y) 是 y 的定义域，p(vx, vy) 是 x 等于 vx，y 等于 vy 时的联合概率，p(vy|vx) 是
在 x 等于 vx 的条件下，y 等于 vy 时的条件概率。

定义 4.3.3(联合熵) 两个随机变量 x 和 y 的联合熵定义为 H(x, y) =
−

∑
vx∈dom(x)

∑
vy∈dom(y)

p(vx, vy) log(p(vx, vy))，其中 dom(x) 是 x 的定义域，dom(y) 是 y

的定义域，p(vx, vy) 是 x 等于 vx，y 等于 vy 时的联合概率。

4.4 问题定义

本节首先讨论用于图模式集合的意义度量，然后给出两个具体的问题定义 MES
和 MIGS，最后证明它们是 NP-hard 问题。
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文献中已有大量的用于单一模式 (包括项集模式、序列模式和图模式) 的意义度
量。例如: 在统计学领域、x2 检验和 Pearson 相关可以用来度量模式的统计意义。在
数据挖掘和机器学习领域，信息增益和交叉熵可以用来度量模式是否适合作为分类特

征。文献 [119] 总结了 21 个常用的意义度量。

尽管文献中给出的大部分意义度量都能直接用来度量单一图模式的意义，然而它

们中的绝大部分并不能用来量化一个图模式集合的意义。本章算法需要用户提供一个

意义度量 M 使得 M 能量化一个图模式集合的意义。信息论中的联合熵和信息增益可

以用来量化一个图模式集合的意义。在给出具体的问题定义之前，我们先给出本章要

研究的一般问题。

假设 S 是给定的图模式集合 (例如:S 可以表示某个图数据库中所有频繁图模式集
合)，T 是 S 的子集合，M(T ) 是 T 的意义度量。本章要解决的问题就是发现 S 的一

个大小为 K 的子集合 T ∗，使得 M(T ∗) 被最大化，即

T ∗ = arg max
T⊆S,|T |=k

M(T ) (4.1)

如果给定所有候选的图模式，上面定义的问题显然是一个组合优化问题。本章的

目标是设计求解上述问题的通用算法，算法不受任何具体意义度量的限制。为了方便

描述算法，我们利用信息论中的联合熵和信息增益给出两个具体的问题定义。

定义 4.4.1(基于熵的意义度量最大化) 给定图数据库 D，D 的一个图模式集合

S(或者最小支持度 min_sup) 和一个整数 K。最大化基于熵的意义度量问题 (MES)
就是从 S(或者 D 的所有频繁图模式集合) 中发现一个大小为 K 的子集合 T，使得

H(T ) 被最大化，其中 H(T ) 是 T 中随机变量 (图模式) 的联合熵。

定义 4.4.2(基于信息增益的意义度量最大化) 给定图数据库 D，D 的一个图模

式集合 S(或者最小支持度 min_sup) 和一个整数 K。假设 D 中每个图都有一个类

标记，用 C 表示类标记的随机变量。最大化基于信息增益的意义度量问题 (MIGS)
就是从 S(或者 D 的所有频繁图模式集合) 中发现一个大小为 K 的子集合 T，使得

IG(T ) = H(C)−H(C|T ) 被最大化，其中 H(C) 是 C 中随机变量的联合熵（无条件

熵），H(C|T ) 是 T 中随机变量 (图模式) 给定的条件下 C 的条件熵。

基于熵的意义度量经常用来在无监督的环境下度量不确定性，而基于信息增益的

意义度量经常用来在有监督的环境下选择强分类特征。在上面的形式化定义中，我们

把每个图模式 p 看成了一个随机变量 vp，如果数据库中的某个图 G 含有 p，则在 G

上 vp 等于 1，否则 vp 等于 0。

通常，当某个具体的意义度量给定时，等式 (4.1)定义的问题是 NP-hard问题。下
面，我们证明 MIGS 问题 (定义 4.4.2) 是 NP-hard。类似地，也可以证明 MES 问题
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(定义 4.4.1) 是 NP-hard。
定理 4.4.1 最大化基于信息增益的意义度量问题 (MIGS) 是 NP-hard 问题。
证明 通过把最大覆盖问题规约到 MIGS 问题，我们来证明该定理。
设 MC = (E, S,K) 是最大覆盖问题的任一实例，其中 E = {e1, e2, . . . , eN} 是元

素集合，S = {S1, S2, . . . , SL} 是 E 中元素的集合族。求解 MC 要求从 S 中选择 K

个集合，使得这 K 个集合覆盖的元素数量最大化。我们可以在多项式时间内把 MC

转化成 MIGS 问题的一个实例。
1. 把 E 中的每个元素看成一个边的标号，那么 S 中的某个集合 Si = {ei1, ei2, . . . ,

eit} 可以转换成图 2 所示的图模式，该图模式用 P (Si) 表示。P (Si) 中所有结点的标

号都相同，但是边的标号各不相同。以相同的方式，我们可以把 S 中的所有集合都转

换成对应的图模式。所有这些图模式构成的集合用 PS 表示。

e
i

e
ite

i . . .1 2

图 2 对应 Si = {ei1, ei2, . . . , eit} 的图模式 P (Si)

2. 我们为 E 中的每个元素构造一个图。如果一个元素 e 能被 {Si1, Si2, . . . , Sim}
中的集合覆盖，我们为 e 构造一个图，如图 3 所示，其中 P (Si) 对应集合 Si 的图模

式，连接各个图模式 P (Si) 的边标号都相同。显然，每个元素都对应一个图，我们把

所有这样的图标记为正类，放入数据库 DB，此时，|DB| = n。

... ... ...

...

P (Si1) P(S i2 ) P(Sim )

图 3 对应 {Si1, Si2, . . . , Sim} 的数据库图

3. 我们随意构造 n 个图，使得这 n 个图中不含有 PS 中的任何图模式。我们把

这 n 个图标记为负类，放入数据库 DB，此时，|DB| = 2n。

给定上面构造的图数据库DB，DB中的一个图模式集合 PS以及MC = (E, S,K)

中的正整数 K，我们有 MIGS 问题的一个实例 IMIG。
因为 DB 中正类图个数等于负类图个数，因此 H(C) = 1/2，其中 C 表示 DB 中

类标记的随机变量。假设 T 是 PS 中任意一个大小为 K 的子集合。因为 T 中每个图
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模式都对应 S 中的一个集合，因此由 T 可得 S 的一个大小为 K 的子集合 S
′。假设

被 S
′ 覆盖的元素数是 x，对 T 中的任何图模式 p，DB 中的任何负类图都不含有 p。

根据条件熵定义，容易证明

H(C|T ) = −(n− x) + n

2n
· ( n− x

(n− x) + n
log n− x

(n− x) + n
+

n

(n− x) + n
log n

(n− x) + n
)

= −(
n− x

2n
log n− x

2n− x
+

1

2
log n

2n− x
)

因此

IG(T ) = H(C)−H(C|T ) = 1

2
+

n− x

2n
log n− x

2n− x
+

1

2
log n

2n− x

设 f(x) = n−x
2n

log n−x
2n−x

+ 1
2

log n
2n−x
，可以证明 f(x) 的一阶导数 f

′
(x) 大于 0，f(x) 是

一个单调递增函数。当 x 的值增大时，IG(T ) 也增大。因此，IMIG 的最优解能被用
来导出 MC 的一个最优解。 □

4.5 挖掘 Top-K 图模式

MES 和 MIGS 都是 NP-hard 问题，因此需要设计近似算法或启发式算法求解
它们。本章提出了两个挖掘 Top-K 图模式的高效算法，即 Greedy-TopK 和 Cluster-
TopK。Greedy-TopK 从频繁图模式集合中贪心选择 Top-K 模式，具有近似比保证。
Cluster-TopK 从图数据库中挖掘代表图模式集合，然后再从中贪心选择 Top-K 模式。
尽管 Cluster-TopK 没有近似比保证，但 Cluster-TopK 却具有极高的挖掘效率。实验
结果显示，Cluster-TopK比 Greedy-TopK要快 1到 2个数量级。而且，Cluster-TopK
的挖掘结果质量非常类似于 Greedy-TopK 的挖掘结果质量。

4.5.1 Greedy-TopK 算法

Greedy-TopK算法采用著名的贪心策略，从所有频繁图模式集合中增量地选择 K

个图模式。为了应用贪心策略，我们定义了一个收益函数 b。Greedy-TopK 每次选择
使收益函数 b 最大化的图模式。假定 T 是已经选择的图模式集合，对 MES 和 MIGS
问题，图模式 p 的收益函数 b 定义如下

b(p) =

H(T, p)−H(T ) (MES)

H(C|T )−H(C|T, p) (MIGS)
(4.2)

根据式 (4.2) 给出的贪心规则，我们设计了一个贪心算法 Greedy-TopK，如算法
8 所示。初始化时，使用某个图挖掘算法 (例如:gSpan [145]) 挖掘所有频繁模式集合 F，
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同时置结果集 T 为空。然后算法选择最有意义的图模式 p∗ 放入 T 中。此后，算法进

入一个循环过程，每次从剩余的图模式集合 F −T 中选择一个使收益函数 b最大化的

图模式 p，将其放入 T 中。当结果集 T 中图模式个数等于 K 时, 退出循环，算法结
束。

Algorithm 8: Greedy-TopK 算法
Input: 图数据库 D，最小支持度 min_ sup，意义度量 M，输出图模式个数 K
Output: 使 M 最大化的 K 个图模式

1 挖掘 D 中所有频繁图模式集合 F (w.r.t min_ sup)；
2 从 F 中选择一个图模式 p∗ 使 M(p∗) 最大化；
3 T = {p∗}；
4 while (|T | < K) do
5 从 F − T 中选择图模式 p 使得 b(p) 最大化；
6 T = T ∪ {p}；
7 输出 T；

下面，我们分析算法 Greedy-TopK 的近似比。当意义度量 M 满足 Submodular
性质 (见下面的定义) 时，贪心算法将给出近似解 [88]。

定义 4.5.1(Submodular 性质) 设 M 是定义在一个集合 S 上的度量函数。如果

对任何 T ⊂ T
′ ⊆ S 和任何 p ∈ S，都有 M(T ∪ {p})−M(T ) ⩾ M(T

′ ∪ {p})−M(T
′
)，

则称 M 是一个 Submodular 的集合函数。
仔细分析本章提出的两个意义度量，我们发现基于熵的意义度量满足 Submodular

性质，因此算法 Greedy-TopK 对 MES 问题能给出如下的近似比。
定理 4.5.1 设 T 是算法 Greedy-TopK 选择的 K 个图模式集合，T ∗ 是使联合熵

最大化的 K 个图模式集合，那么，H(T ∗)
H(T )

⩽ e
e−1
。

证明 文献 [88] 给出了完整的证明过程。 □
我们发现基于信息增益的意义度量并不满足 Submodular 性质。因此，对 MIGS

问题，算法 Greedy-TopK 不能给出像定理 4.5.1 那样的 (脱机) 近似比。然而，我们注
意到，对 MIGS 问题，无条件熵 H(C) 是任何模式集合信息增益的上界。因此，算法

Greedy-TopK 对 MIGS 问题能给出如下的联机近似比。
定理 4.5.2 设 T 是算法 Greedy-TopK 选择的 K 个图模式集合，那么，算法

Greedy-TopK 对 MIGS 问题给出的联机近似比至多是 H(C)/IG(T )。

证明 设 IG(T ∗) 是 MIGS 问题的最优解，则 IG(T ) ⩽ IG(T ∗)。根据 MIGS 问
题定义，IG(T ∗) = H(C) − H(C|T ∗) ⩽ H(C)，我们有 IG(T ) ⩽ H(C)。因此，算法

Greedy-TopK 对 MIGS 问题给出的联机近似比至多是 H(C)/IG(T )。 □
下面，我们研究如何根据给定的意义度量设计有效的裁剪技术，并将其集成到图

模式挖掘算法的框架中裁剪图模式搜索空间。
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我们知道，所有频繁图模式挖掘算法都利用了支持度的反单调性质裁剪搜索空间，

即一个图模式 p 的支持度是 p 的所有超图支持度的上界。然而，通常情况下，给定的

意义度量并不具有反单调性质。因此，我们不能像利用支持度那样简单地利用给定的

意义度量。

幸运的是，给定一个图模式 p 的意义度量值 M(p)，我们可以导出 p 的所有超图

意义度量值的上界，从而根据这个上界来裁剪图模式搜索空间。

我们仍然采用 Greedy-TopK 算法的框架来增量地选择 Top-K 图模式。因此，我
们分两种情况介绍裁剪技术: (1) 当结果集为空时，选择第一个图模式；(2) 当某些图
模式已经被选择放入结果集时，选择下一个图模式。

4.5.1.1 选择第一个图模式的裁剪技术

本小节研究结果集为空时如何设计有效的裁剪技术。请注意，我们在本小节和

4.5.1.2 节给出的裁剪技术可以应用到任何频繁子图挖掘算法的框架中。因此，我们

未给出具体的挖掘算法。定理 4.5.3 给出了基于熵的意义度量的裁剪条件。定理 4.5.4

给出了基于信息增益的意义度量的裁剪条件。

定理 4.5.3 设D是一个给定的图数据库，q是 p的任意超图。如果 support(p;D) ⩽
1/2，则 H(q) ⩽ H(p)。

证明 根据文献 [41]可知，H(x) 是凹函数，当 x = 1/2 时，H(x) 取最大值，当

x < 1/2 时，H(x)随着 x的增加而单调递增。因为 q 是 p的任意超图，根据反单调性

质，support(q;D) ⩽ support(p;D)。又因为 support(p;D) ⩽ 1/2，所以 support(q;D) ⩽
support(p;D) ⩽ 1/2。因此，H(q) ⩽ H(p)。 □

定理 4.5.4 给定图数据库 D = PD +ND，其中 PD 和 ND 分别是正类和反类

图数据集合。设 q 是 p 的任意超图，D 中有 n 个图含有 p，PD 中有 m 个图含有 p，

那么

IG(q) ⩽ max


H( |PD|

|D| )−
|D|−m
|D| H( |PD|−m

|D|−m
)

H( |PD|
|D| )−

|D|−(n−m)
|D| H( |PD|

|D|−(n−m)
)

IG(p)

(4.3)

证明 设 D 中有 x 个图含有 q，PD 中有 y 个图含有 q。根据信息增益的定

义，IG(q) = H( |PD|
|D| )−

x
|D|H( y

x
)− |D|−x

|D| H( |PD|−y
|D|−x

)。显然，IG(q) 是 x 和 y 的函数。设

f(x, y) = H( |PD|
|D| ) −

x
|D|H( y

x
) − |D|−x

|D| H( |PD|−y
|D|−x

)。根据文献 [101] 可知，f(x, y) 是一个

凸函数。现在分析 x 和 y 的取值范围。因为 q 是 p 的超图，根据反单调性质，可得

y ⩽ x，y ⩽ m，x ⩽ n，x − y ⩽ n − m。现在我们把每一对 (x, y) 看作平面上的一

个点，所有满足取值范围的点对 (x, y) 将构成平面上的一个四边形，四边形的四个顶
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点分别是 (0, 0)，(m,m)，(n,m)，(n−m, 0)。根据文献 [62] 可知，凸函数将在凸多边
形的顶点上取得最大值。因此，函数 f(x, y) 将在 (0, 0)，(m,m)，(n,m)，(n −m, 0)

这几个点上取得最大值。显然，在点 (0, 0) 上，f(x, y) = H( |PD|
|D| ) 不可能取得最大

值，因此，f(x, y) 只能在 (m,m)，(n − m, 0)，(n,m) 这几个点上取得最大值。如果

(x, y) = (m,m)，那么 f(x, y) = H( |PD|
|D| )−

|D|−m
|D| H( |PD|−m

|D|−m
)。如果 (x, y) = (n−m, 0)，

那么 f(x, y) = H( |PD|
|D| )−

|D|−(n−m)
|D| H( |PD|

|D|−(n−m)
)。如果 (x, y) = (n,m)，那么 f(x, y) =

H( |PD|
|D| )−

n
|D|H(m

n
)− |D|−n

|D| H( |PD|−m
|D|−n

) = IG(p)。定理证毕。 □

4.5.1.2 选择下一个图模式的裁剪技术

本小节研究结果集不空 (已经有图模式被选择)时如何设计有效的裁剪技术。类似
4.5.1.1 节的定理，我们也可以针对结果集为非空的情况导出一个图模式 p 的所有超图

意义度量值的上界。在给出具体的裁剪技术之前，我们先定义一个新的概念——等价
类。

定义 4.5.2(等价类) 设 D 是一个给定的图数据库，G 是 D 中的一个图，T 是已

经选择的图模式集合。G相对于 T 的等价类被定义为 {G′ |G′ ∈ D, ∀p ∈ T, I(p ⊆ G) =

I(p ⊆ G
′
)}，其中 I(·) 是指示函数。

根据等价类的定义，一个图模式集合 T 可以将数据库D划分成若干个等价类 (块)
集合 DT={Bi|1 ⩽ i ⩽ l}，并且 D =

∪
1⩽i⩽l

Bi。利用等价类的定义，我们可以在结果集

非空的情况下导出有效的裁剪条件。定理 4.5.5 给出了基于熵的意义度量的裁剪条件。

定理 4.5.6 给出了基于信息增益的意义度量的裁剪条件。

定理 4.5.5 设D是一个给定图数据库，T 是已经选择的图模式集合，DT={Bi|1 ⩽
i ⩽ l} 是用 T 划分 D 得到的等价类集合，q 是 p 的任意超图 (p ⊆ q)，Bi 中有 ni 个

图含有 p，并且 p /∈ T，q /∈ T，那么

H(T ∪ {q}) ⩽
l∑

i=1

− |Bi|
|D| log |Bi|

2|D| (ni ⩾ 1
2
|Bi|)

−( ni

|D| log ni

|D| +
|Bi|−ni

|D| log |Bi|−ni

|D| ) (ni <
1
2
|Bi|)

(4.4)

证明 我们假设 Bi 中有 xi 个图含有 q。根据联合熵的定义，有 H(T ∪ {q}) =
l∑

i=1

(−( xi

|D| log xi

|D| +
|Bi|−xi

|D| log |Bi|−xi

|D| ))。设函数 f(xi) = −( xi

|D| log xi

|D| +
|Bi|−xi

|D| log |Bi|−xi

|D| )，

容易证明 f(xi)是一个凹函数，当 xi =
1
2
|Bi|时，f(xi)取得最大值；当 0 ⩽ xi <

1
2
|Bi|

时，f(xi) 单调递增；当 1
2
|Bi| ⩽ xi ⩽ |Bi| 时，f(xi) 单调递减。因为 q 是 p 的超图，

根据反单调性质，我们有 xi ⩽ ni。因此，当 ni ⩾ 1
2
|Bi| 时，f(xi) 可能取得的最大值

为 −(
1
2
|Bi|
|D| log

1
2
|Bi|
|D| +

Bi− 1
2
Bi

|D| log Bi− 1
2
Bi

|D| ) = − |Bi|
|D| log |Bi|

2|D|；当 ni <
1
2
|Bi| 时，f(xi) 可能

取得的最大值为 −( ni

|D| log ni

|D| +
|Bi|−ni

|D| log |Bi|−ni

|D| )。在每个等价类 Bi 上都取函数 f(xi)

- 100 -



第 4 章 基于联合意义度量的 TOP-K 图模式挖掘

的最大值，可得 H(T ∪ {q}) 的最大值。定理证毕。 □
定理 4.5.6 给定图数据库 D = PD +ND，其中 PD 和 ND 分别是正类和反类

图数据集合。设 T 是已经选择的图模式集合，DT={Bi|1 ⩽ i ⩽ l} 是用 T 划分 D 得

到的等价类集合，q 是 p 的任意超图 (p ⊆ q)，Bi 中有 |PBi| 个正类图，Bi 中有 ni 个

图含有 p，Bi 中有 mi 个正类图含有 p，并且 p /∈ T，q /∈ T，那么

IG(T ∪ {q}) ⩽ H(
|PD|
|D|

) +
l∑

i=1

max


− |Bi|−mi

|D| H( |PBi|−mi

|Bi|−mi
)

− |Bi|−(ni−mi)
|D| H( |PBi|

|Bi|−(ni−mi)
)

−( ni

|D|H(mi

ni
) + |Bi|−ni

|D| H( |PBi|−mi

|Bi|−ni
))

(4.5)

证明 假设 Bi 中有 xi 个图含有 q，Bi 中有 yi 个正类图含有 q。根据信息增益的

定义，IG(T ∪{q}) = H( |PD|
|D| )−

l∑
i=1

( xi

|D|H( yi
xi
)+ |Bi|−xi

|D| H( |PBi|−yi
|Bi|−xi

))。定义函数 f(xi, yi) =

−( xi

|D|H( yi
xi
)+ |Bi|−xi

|D| H( |PBi|−yi
|Bi|−xi

))。类似于文献 [101]给出的证明过程，容易证明 f(xi, yi)

是一个凸函数。现在分析 xi 和 yi 的取值范围，因为 q 是 p 的超图，根据反单调性质，

可得 yi ⩽ xi，yi ⩽ mi，xi ⩽ ni，xi − yi ⩽ ni −mi。我们把每一对 (xi, yi) 看作平面上

的一个点，所有满足取值范围的点对 (xi, yi)将构成平面上的一个四边形，四边形的四

个顶点分别是 (0, 0)，(mi,mi)，(ni,mi)，(ni −mi, 0)。根据文献 [62] 可知，凸函数将
在凸多边形的顶点上取得最大值。因此，函数 f(xi, yi) 将在 (0, 0)，(mi,mi)，(ni,mi)，

(ni−mi, 0)这几个点上取得最大值。容易证明，在点 (0, 0)上，f(0, 0) = − |Bi|
|D|H( |PBi|

|Bi| )

不可能取得最大值，因此，f(xi, yi)只能在 (mi,mi)，(ni−mi, 0)，(ni,mi)这几个点上取

最大值。如果 (xi, yi) = (mi,mi)，那么 f(xi, yi) = − |Bi|−mi

|D| H( |PBi|−mi

|Bi|−mi
)。如果 (xi, yi) =

(ni −mi, 0)，那么 f(xi, yi) = − |Bi|−(ni−mi)
|D| H( |PBi|

|Bi|−(ni−mi)
)。如果 (xi, yi) = (ni,mi)，那

么 f(xi, yi) = −( ni

|D|H(mi

ni
)+ |Bi|−ni

|D| H( |PBi|−mi

|Bi|−ni
))。在每个等价类 Bi 上都取函数 f(xi, yi)

的最大值，可得 IG(T ∪ {q}) 的最大值。定理证毕。 □

4.5.2 Cluster-TopK 算法

因为 Greedy-TopK算法需要先产生所有的频繁图模式，所以在频繁图模式数量较
少的情况下，Greedy-TopK算法具有较高的效率。然而，在实际应用中，当数据库中图
较稠密或者用户给定的支持度阀值较低时，频繁图模式挖掘算法通常产生大量的甚至

指数级的频繁子图，这使得 Greedy-TopK算法不能在合理的时间内完成任务，限制了
该算法的可用性。即使使用 4.5.1.1 节和 4.5.1.2 节中的裁剪技术，Greedy-TopK 也需
要遍历图模式空间中的大量图模式。因此，本小节给出了另一个更高效的算法 Cluster-
TopK 来挖掘 Top-K 图模式。实验结果显示，Cluster-TopK 算法比 Greedy-TopK 算
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法快 1 到 2 个数量级，而且 Cluster-TopK 算法的挖掘结果质量与 Greedy-TopK 算法
非常接近。

Cluster-TopK 算法的基本思想是将所有频繁图模式聚类成若干个簇，选择每个簇
的中心作为代表模式构成一个候选集合 T，然后再使用贪心策略从 T 中增量地选择

K 个图模式。请注意，Cluster-TopK 算法并不是先产生所有的频繁图模式，而是从图
数据库中快速地挖掘那些代表模式 (簇中心) 得到候选集，具体内容见 4.5.2.2 节。

假定 C = {p1, p2, . . . , pn} 是由若干个图模式构成的一个簇，pi 是该簇中心。因为

pi 作为代表模式被选择，pi 应具有这样的特点:∀pj ∈ C，pj ⊆ pi，并且 pj 和 pi 在数

据库图中经常一起出现，即 pj 和 pi 有类似的支持度。下面，我们给出这种类型簇的

两个形式化定义，δ-簇和 ∆-簇。现用 support(p) 表示图模式 p 的绝对支持度。

定义 4.5.3(δ-覆盖) 设 δ(0 ⩽ δ ⩽ 1) 是用户给定的一个参数，p 和 q 是任意两个

图模式。如果满足 q ⊆ p，1− support(p)
support(q) ⩽ δ，则称 q 被 p δ-覆盖。

定义 4.5.4(δ-簇) 设 δ(0 ⩽ δ ⩽ 1) 是用户给定的一个参数，C = {p1, p2, . . . , pn}
是一个图模式集合。如果 C 中存在图模式 pi 满足 ∀pj ∈ C，pj 都被 pi δ-覆盖，则称
C 是一个 δ-簇，称 pi 为该 δ-簇的代表模式 (中心点)。
定义 4.5.5(∆-覆盖) 设 ∆(∆ 是大于 0 的整数) 是用户给定的一个参数，p 和 q

是任意两个图模式。如果满足 q ⊆ p，support(q)− support(p) ⩽ ∆，则称 q 被 p ∆-覆
盖。

定义 4.5.6(∆-簇) 设 ∆(∆ 是大于 0 的整数) 是用户给定的一个参数，C =

{p1, p2, . . . , pn} 是一个图模式集合。如果 C 中存在图模式 pi 满足 ∀pj ∈ C，pj 都

被 pi ∆-覆盖，则称 C 是一个 ∆-簇，称 pi 为该 ∆-簇的代表模式 (中心点)。
Cluster-TopK 算法就是根据用户给定的参数 δ(或 ∆)，将频繁图模式集合划分成

若干个 δ-簇 (或 ∆-簇)，选择每个 δ-簇 (或 ∆-簇) 的代表模式构成候选集，然后从候
选集中贪心地选择 K 个图模式。4.5.2.1 节分析了 Cluster-TopK 算法采用这种聚类策
略的优点。4.5.2.2 节研究了如何在不产生所有频繁模式的情况下快速地挖掘每个 δ-簇
(或 ∆-簇) 的代表模式。4.5.2.3 给出了具体的算法实现。

4.5.2.1 Cluster-TopK 聚类策略的优点

本小节讨论 Cluster-TopK 算法为什么采用这种先聚类后贪心的策略。我们先给
出几个引理，后面定理的证明中将利用它们。设 N 是给定图数据库 D 的大小，即

|D| = N。定义函数 f(n) = n
N

log N
n

(0 ⩽ n ⩽ N)。
引理 4.5.1 当 1 ⩽ m ⩽ n ⩽ N 时，−f(N −m) ⩽ f(n)− f(n−m) ⩽ f(m)。

证明 见文献 [166] 中的 PROPOSITION 6.1。 □
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引理 4.5.2 当 1 ⩽ n ⩽ N 时，f(n) + f(N − n) ⩽ n(f(1) + f(N − 1))。

证明 见文献 [166] 中的 PROPOSITION 6.2。 □

利用引理 4.5.1 和引理 4.5.2 的结果，我们可以证明下面的引理 4.5.3。

引理 4.5.3 设 D 是一个给定的图数据库，|D| = N，p1 和 p2 是两个图模式，d

是 p1 和 p2 之间的海明距离，即 d =
∑

Gi∈D
|I(p1 ⊆ Gi)− I(p2 ⊆ Gi)|，其中 I 是指示函

数，如果 p1 ⊆ Gi，I(p1 ⊆ Gi)=1，否则 I(p1 ⊆ Gi)=0，那么，0 ⩽ H(p1, p2)−H(p1) ⩽
d(f(1) + f(N − 1))。

证明 设 P (p1 = 1) 表示数据库 D 中含有 p1 的概率 (即 p1 在 D 中的相对支

持度)，P (p1 = 0) 表示数据库 D 中不含有 p1 的概率，则 P (p1 = 1) + P (p1 = 0)=1。
设 P (p1 = 1, p2 = 1) 表示数据库 D 中既含有 p1 又含有 p2 的概率，即 P (p1 = 1, p2 =

1) =

∑
Gi∈D

I(p1⊆Gi,p2⊆Gi)

|D| 。P (p1 = 1, p2 = 0)，P (p1 = 0, p2 = 1) 和 P (p1 = 0, p2 = 0) 可

以类似定义。

设 A = −P (p1 = 0) logP (p1 = 0)，B = −P (p1 = 1) logP (p1 = 1)，W = −P (p1 =

0, p2 = 0) logP (p1 = 0, p2 = 0)，X = −P (p1 = 1, p2 = 1) logP (p1 = 1, p2 = 1)，

Y = −P (p1 = 1, p2 = 0) logP (p1 = 1, p2 = 0)，Z = −P (p1 = 0, p2 = 1) logP (p1 =

0, p2 = 1)。根据熵的定义，可得 H(p1, p2) = W +X + Y + Z, H(p1) = A+B。

因为 |D| = N，我们假设 P (p1 = 0) = t/N，P (p1 = 0, p2 = 1) = s/N，则

P (p1 = 0, p2 = 0) = P (p1 = 0)− P (p1 = 0, p2 = 1) = (t− s)/N。因此，W + Z − A =

f(t−s)+f(s)−f(t) = f(s)− (f(t)−f(t−s))。根据引理 4.5.1，可得 0 ⩽ W +Z−A ⩽
f(s)+f(N−s)。再根据引理 4.5.2，可得 0 ⩽ W+Z−A ⩽ s(f(1)+f(N−1))。类似地，假

设 P (p1 = 1) = u/N，P (p1 = 1, p2 = 0) = v/N，则 P (p1 = 1, p2 = 1) = (u−v)/N。再根

据引理 4.5.1和引理 4.5.2，可得 0 ⩽ X+Y −B ⩽ f(v)+f(N−v) ⩽ v(f(1)+f(N−1))。

H(p1, p2)−H(p1) = (W +X + Y +Z)− (A+B) = (W +Z −A) + (X + Y −B)。

因此，0 ⩽ H(p1, p2) −H(P1) ⩽ (s + v)(f(1) + f(N − 1))。又因为 p1 和 p2 之间的海

明距离 d = s+ v，可得 0 ⩽ H(p1, p2)−H(p1) ⩽ d(f(1) + f(N − 1))。 □

根据引理 4.5.3，我们容易得到下面的引理 4.5.4.

引理 4.5.4 设 D 是一个给定的图数据库，|D| = N，F = {p1, p2, . . . , pn} 是任意
一个图模式集合，pn+1 是任意一个图模式，如果 pn 和 pn+1 之间的海明距离是 d，则

H(p1, p2, . . . , pn)−H(p1, . . . , pn−1, pn+1) ⩽ d(f(1) + f(N − 1))。

证明

H(p1, p2, . . . , pn)−H(p1, . . . , pn−1, pn+1) ⩽ H(p1, . . . , pn, pn+1)−H(p1, . . . , pn−1, pn+1)

= H(pn|p1, . . . , pn−1, pn+1) ⩽ H(pn|pn+1)
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= H(pn, pn+1)−H(pn+1)

因为 pn 和 pn+1 之间的海明距离是 d，再根据引理 4.5.3，可得 H(p1, p2, . . . , pn)−
H(p1, . . . , pn−1, pn+1) ⩽ H(pn, pn+1)−H(pn+1) ⩽ d(f(1) + f(N − 1))。 □

因为频繁图模式的数量通常很大，直接对频繁图模式进行贪心选择，时间复杂性

太高。对频繁图模式先聚类，只提取每个类的代表模式 (中心点) 构成候选集合，可以
将频繁模式的数量降低 2 到 3 个数量级。然后对候选集合进行贪心选择，可使算法具
有极高的效率。而且，我们可以证明代表模式集合中的最优解和频繁图模式集合中的

最优解差别很小。定理 4.5.7针对 MES问题，分析了最优解之间的差异。定理 4.5.8针

对 MIGS 问题，分析了最优解之间的差异。定理 4.5.7 和定理 4.5.8 给出了利用 ∆-簇
的分析结果。类似地，我们也很容易给出利用 δ-簇的分析结果。

定理 4.5.7 设 D 是一个给定图数据库，|D| = N，F = {p1, p2, . . . , pn} 是 D 中

频繁图模式集合，F 被划分成 m个 ∆-簇的集合 CS = {C1, C2, . . . , Cm}，其中每个 Ci

(1 ⩽ i ⩽ m)都是一个∆-簇，并且 F = C1∪C2∪. . .∪Cm。CS中每个∆-簇的代表模式被
选择构成了一个集合 RS = {r1, r2, . . . , rm}，其中 ri (1 ⩽ i ⩽ m)是 Ci 的代表模式。再

假设 T ∗是 F 中的一个大小为 K 的子集合，并且使 H(T ∗)最大化。S∗是 RS 的一个大

小为K 的子集合,并且使H(S∗)最大化。那么，H(T ∗)−H(S∗) ⩽ ∆K(f(1)+f(N−1))。

证明 设 T ∗ = {q1, q2, . . . , qK}。因为 F 被划分成 m 个 ∆-簇的集合 CS，RS =

{r1, r2, . . . , rm} 是 CS 中 ∆-簇的代表模式集合，并且 T ∗ ⊂ F，根据 ∆-簇的定义，对
任意 qi ∈ T ∗，都存在 RS 中的一个代表模式 r，使得 r 能 ∆-覆盖 qi。不失一般性，假

定 q1 被 r1∆-覆盖。根据 ∆-覆盖的定义，可知 q1 ⊆ r1，support(q1)− support(r1) ⩽ ∆。

因此，q1 与 r1 之间的海明距离 d = support(q1)− support(r1) ⩽ ∆，我们用 r1 替换 q1，

令 T = T ∗−{q1}∪{r1}。根据引理 4.5.4，可得 H(T ∗)−H(T ) ⩽ d(f(1)+ f(N − 1)) ⩽
∆(f(1) + f(N − 1))。以此类推，如果 T ∗ 中每个图模式都被 RS 中对应的代表模式所

替换，可得到一个新的集合 T
′，并且 H(T ∗)−H(T

′
) ⩽ ∆K(f(1) + f(N − 1))。显然，

T
′ 是 RS 的一个大小为 K 的子集合。因为 S∗ 是 RS 的一个大小为 K 的子集合，并且

使 H(S∗)最大化，我们有 H(T
′
) ⩽ H(S∗)。因此，H(T ∗)−H(S∗) ⩽ H(T ∗)−H(T

′
) ⩽

∆K(f(1) + f(N − 1))。 □

定理 4.5.8 设 D 是一个给定的图数据库，|D| = N，F = {p1, p2, . . . , pn} 是 D

中频繁图模式集合，F 被划分成 m 个 ∆-簇的集合 CS = {C1, C2, . . . , Cm}，其中每个
Ci (1 ⩽ i ⩽ m)都是一个 ∆-簇，并且 F = C1 ∪C2 ∪ . . .∪Cm。CS 中每个 ∆-簇的代表
模式被选择构成了一个集合 RS = {r1, r2, . . . , rm}，其中 ri (1 ⩽ i ⩽ m) 是 Ci 的代表

模式。再假设 T ∗ 是 F 中的一个大小为 K 的子集合，并且使 IG(T ∗) 最大化。S∗ 是

RS 的一个大小为 K 的子集合，并且使 IG(S∗) 最大化。那么，IG(T ∗) − IG(S∗) ⩽
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2∆K(f(1) + f(N − 1))。

证明 假设 C 是表示数据库 D 中图类别的随机变量。类似于定理 4.5.7 中的

证明过程，可得 |H(T ∗)−H(S∗)| ⩽ ∆K(f(1) + f(N − 1))，|H(C, T ∗)−H(C, S∗)| ⩽
∆K(f(1)+f(N−1))。因为 IG(T ∗)−IG(S∗) = (H(C)−H(C|T ∗))−(H(C)−H(C|S∗)) =

H(C|S∗)−H(C|T ∗) = (H(C, S∗)−H(S∗))− (H(C, T ∗)−H(T ∗)) = (H(T ∗)−H(S∗))−
(H(C, T ∗)−H(C, S∗))，所以 IG(T ∗)− IG(S∗) ⩽ 2∆K(f(1) + f(N − 1))。 □
以MES问题为例，我们分析具体的差异。假设定理 4.5.7中的N = 10 000，K = 10，

∆ = 5，则有 H(T ∗)−H(S∗) ⩽ ∆K(f(1) + f(N − 1)) ≈ 0.073。这是理论上的最大可

能差异，而实验中的结果显示: 从聚类结果中选择的解和从频繁图模式集合中选择的
解差别微乎其微。

4.5.2.2 Cluster-TopK 算法的关键技术

如果先得到完整的频繁图模式集合 F，再使用传统的聚类算法 (例如 k-means 算
法) 对 F 进行聚类，时间复杂性将是 O(|F |2)，这显然是不能接受的。为了使 Cluster-
TopK 算法高效可扩展，Cluster-TopK 算法要实现如下两个目标:(1) 只扫描算法输出
的图模式一遍而能得到一个代表模式 (簇中心点) 集合；(2) 裁剪图模式空间中不产生
(或极少产生) 代表模式的那些分枝。下面两个小节分别介绍实现这两个目标的关键技
术。

4.5.2.2.1 产生代表模式

这里介绍产生代表模式的方法。该方法利用了第 2 章 RP-GD 算法的一些技术。
图 4 显示了图模式空间中的一个分枝，每个结点代表一个频繁子图。大部分频繁子图

挖掘算法 (gSpan [145]，FFSM [66] 等) 都采用深度优先遍历方式访问该空间中的每个结
点。采用深度优先方式将会访问每个结点两次: 第一次是从父亲结点到当前结点的访
问，例如在图 4 中从结点 A 到结点 C 的访问。第二次是在完成了所有后裔的访问后

再次回到当前结点，例如在图 4中访问完结点 E，F 和 G之后第二次访问结点 C。目

前的频繁子图挖掘算法是在第一次访问某个结点时就输出它。因此，对图 4中的结点，

输出顺序是 . . . , A,B,C,E, F,G,D, . . .。

为方便描述，我们将 δ-覆盖或 ∆-覆盖都简称为覆盖。我们的目标是产生一个代表
模式集合能覆盖所有的频繁图模式。对一个给定的图模式，例如图 4 中的结点 A，根

据定义，能覆盖结点 A 的图模式必然是结点 A 的超图。因此，图 4 中的结点 P，Q

和 A 的后裔都有可能覆盖结点 A。

然而，我们在第二章中证明了，如果采用 gSpan [145] 的枚举框架，在一个结点第

二次访问之后，所有能覆盖该结点的图模式都已经被输出。例如: 采用 gSpan 的枚举
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图 4 图模式空间中的一个分枝

框架，结点 Q 就不能覆盖结点 A。

因此，我们调整图模式空间中结点的输出顺序: 只有当一个结点第二次被访问时，
我们才输出它。这样一来就可以保证当一个图模式 P 输出时，所有能覆盖 P 的图模

式都已经被输出，便于我们为 P 选择对应的代表模式。对图 4中的结点，调整之后的

输出顺序是 . . . , B,E, F,G,C,D,A, . . .。

采用上面调整之后的输出顺序，我们依此处理每个输出的图模式。假定 RS 表示

已经产生的部分代表模式集合。如果当前输出的图模式 P 能被 RS 中的某个代表模

式覆盖，我们继续处理下一个输出的图模式。如果 P 不能被 RS 中的任何代表模式覆

盖，我们创建一个新的能覆盖 P 的代表模式。

为了使最终产生的代表模式数量尽可能少，在创建新的能覆盖 P 的代表模式时，

我们采用了贪心策略，选择 P 的后裔中能覆盖 P 的最大图模式。因为这样选择的图

模式有更大的可能性来覆盖以后输出的图模式。假设需要为图 4 中的结点 A 创新一

个新的代表模式并且已知结点 B，C，F，D 都能覆盖 A，根据贪心策略，我们应创

建一个新的代表模式 F，因为结点 F 大于结点 B，C，D。

4.5.2.2.2 裁剪不产生代表模式的分枝

如果图模式搜索空间中的某个分枝不产生新的代表模式 (或者极少产生新的代表
模式)，完全遍历该分枝会使算法的性能急剧下降。这里我们研究裁剪这些分枝的方法，
该方法利用了第 2 章 RP-Leap 算法的一些技术。

图 5显示了整个图模式空间中以图模式 p为根的一棵子树。通过向模式 p中增加

一条新边，p 可以被扩展成一系列新的图模式 p ⋄ e1, p ⋄ e2, . . . , p ⋄ en。p ⋄ e1 为根的分
枝含有 p ⋄ e1 的超图。p ⋄ e2 为根的分枝含有 p ⋄ e2 的超图，但不含有 p ⋄ e1 的超图。
p ⋄ ei 为根的分枝含有 p ⋄ ei 的超图，但不含有任何 p ⋄ ej(j < i) 的超图。
对 p ⋄ e2 为根的分枝中的任何图模式 p ⋄ e2 ⋄ e′，很可能存在 p ⋄ e2 ⋄ e′ 的超图

p ⋄ e1 ⋄ e2 ⋄ e′，并且 p ⋄ e1 ⋄ e2 ⋄ e′ 出现在 p ⋄ e1 为根的分枝中。如果在图数据库中，p

和 p ⋄ e1 经常一起出现的话，那么 p ⋄ e2 ⋄ e′ 和 p ⋄ e1 ⋄ e2 ⋄ e′ 有很大的可能性也经常
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图 5 图模式空间中的以 p 为根的一棵子树

一起出现。这也就意味着，p ⋄ e2 ⋄ e′ 和 p ⋄ e1 ⋄ e2 ⋄ e′ 在支持度上非常接近。
如果 p⋄e1 为根的分枝已经被遍历，那么对该分枝中的任意图模式 p⋄e1⋄e2⋄e′，我

们在遍历 p⋄e2为根的分枝之前，已经产生了一个代表模式 R能覆盖 p⋄e1⋄e2⋄e′。因为
R能覆盖 p⋄e1⋄e2⋄e′，根据覆盖的定义，R是 p⋄e1⋄e2⋄e′的超图。如果 p和 p⋄e1经常一
起出现，则很可能 support(p⋄e1) ≈ support(p)，并且 support(p⋄e1⋄e2⋄e′) ≈ support(p⋄
e2 ⋄ e′)，那么，support(p ⋄ e2 ⋄ e′)− support(R) ≈ support(p ⋄ e1 ⋄ e2 ⋄ e′)− support(R)。

根据覆盖的定义 (∆-覆盖或者 δ-覆盖)，R 具有很大的可能性覆盖 p ⋄ e2 ⋄ e′。因此，如
果 p 和 p ⋄ e1 经常一起出现，以 p ⋄ e2 为根的分枝不产生 (或者很少产生) 新的代表
模式，我们可以跳过该分枝的遍历，以提高算法的效率。类似地，如果存在一条边 ei，

使得 p 和 p ⋄ ei 经常一起出现，我们就可以跳过那些以 p ⋄ ej(j < i) 为根的分枝，因
为这些分枝几乎不产生新的代表模式。

我们根据 p 和 p ⋄ e 的支持度定义了它们之间的一个距离函数 Dis(p, p ⋄ e) =

1 − support(p⋄e)
support(p) 。用户说明一个小的距离阀值参数 ϵ(0 < ϵ < 1)，如果 Dis(p, p ⋄ e) < ϵ，

就可以认为 p 和 p ⋄ e 经常一起出现。
请注意，尽管使用距离阀值参数 ϵ 可以跳过很多搜索分枝，但是我们也不可避免

地会丢失一些代表模式。ϵ值越大，丢失的数量越多。在实验中，我们发现使用一个很

小的 ϵ 值 (例如 0.01)，就可以得到绝大部分的代表模式，同时使算法的性能提高 1-2
个数量级。

下面分析丢失少量代表模式对挖掘结果质量的影响非常小。假设一个代表模式 R

丢失了，R 覆盖的某个频繁图模式 p 能有另一个代表模式 R1 所覆盖，R1 没有丢失。

因为 R 能覆盖 p，说明 R 和 p 在结构和支持度上很接近。同样，因为 R1 能覆盖 p，

说明 R1 和 p 在结构和支持度上也很接近。因此，R 和 R1 在结构和支持度上也会很

接近。R 对意义度量的贡献能由 R1 近似代替，因为我们的目标是选择 K 个图模式联

合起来使某一意义度量最大化，丢失的少量代表模式对意义度量的贡献能由其他的代
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表模式近似地代替，因此，挖掘结果质量不受什么影响。实验中，我们发现不同的 ϵ

值对挖掘结果质量影响非常小，而 ϵ 值对改进算法效率却起着巨大的作用。

4.5.2.3 Cluster-TopK 算法描述

本小节将 4.5.2.2 节中的关键技术集成到 gSpan [145] 的 DFS 编码搜索框架中，给
出挖掘 Top-K 图模式的完整算法 Cluster-TopK，如算法 9 所示。在 gSpan 中，每个
频繁子图都对应一个最小 DFS 编码 (边的序列)。DFS 编码搜索框架采用深度优先搜
索方法挖掘频繁子图，只在最小 DFS 编码上进行最右扩展。因为 gSpan 是经典的频
繁子图挖掘算法，我们省略了它的细节描述。DFS 编码、最右扩展等具体概念请见参
考文献 [145]。

Algorithm 9: Cluster-TopK 算法
Input: 图数据库 D，最小支持度 min_ sup，联合意义度量 M，输出图模式个数 K，聚类质量参数

∆(或 δ)，距离阀值 ϵ
Output: 使 M 最大化的 K 个图模式

1 扫描 D，得到所有频繁边；
2 删除 D 中不频繁的结点和边；
3 S1={所有频繁边的最小 DFS 编码}；/* 根据 DFS 字典顺序，排序 S1 中的所有 DFS 编码 */
4 GS = ∅；/* GS 是一个全局堆栈 */
5 RS = ∅；/* RS 是一个存放代表模式的全局数据结构 */
6 for S1 里的每个 DFS 编码 s do
7 s.min_distance = 1；/* 初始化最大值 */
8 调用 MiningReprePatterns(s,NULL, D,min_ sup,∆, ϵ, RS)；

9 从 RS 中选择一个图模式 p∗ 使得 M(p∗) 最大；
10 T = {p∗}；/* T 存放挖掘结果 */
11 while (|T | < K) do
12 从 RS − T 中选择一个图模式 p 使得 b(p) 最大；/*b(·) 是一个收益函数，见等式4.2中的贪心规则

*/
13 T = T ∪ {p}；
14 输出 T；

算法 Cluster-TopK 如下工作: 初试化时，先扫描数据库，得到频繁边集合，然
后删除数据库中不频繁的边和结点。在这之后，对每个 1-边频繁子图，调用子过程
MiningReprePatterns(如算法 10 所示) 进行深度优先搜索，发现所有代表模式。在得
到所有代表模式集合 RS 之后，类似于算法 Greedy-TopK，从 RS 中贪心增量地选择

K 个图模式使意义度量最大化。

下面描述子过程 MiningReprePattern 的执行流程。第 1-3 行，算法测试以当前模
式 s 为根的分枝是否能被裁剪。我们使用 p.min _distance 表示 p 和它的已经被遍历

的孩子之间的最小距离 (Dis(p, .))。如果 p.min _distance < ϵ，说明存在 p 的一个已

经被遍历的孩子 c，c 和 p 经常一起出现。根据 4.5.2.2.2 节描述的思想，因为当前代
表模式集合 RS 能覆盖以 c 为根分枝中的所有频繁模式，RS 也就具有很大的可能性
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Algorithm 10: 子过程 MiningReprePatterns
Input: DFS 编码 s，s 的父亲编码 p，图数据库 D，最小支持度 min_ sup，聚类质量参数 ∆(或 δ)，

距离阀值 ϵ，代表模式集合 RS
Output: 代表模式集合 RS

1 if p! = NULL && p.min_distance < ϵ then
2 返回；

3 if s ̸= min(s) then
4 返回；

5 p.min_distance = min(p.min_distance,Dis(p, s))；
6 把 s 的最后一条边放入全局堆栈 GS；
7 for GS 里的每个入口 Q(图模式 Q) do
8 if s 能覆盖 Q，并且 s 大于 Q 的候选代表模式 Q.R then
9 用 s 代替 Q.R；

10 扫描 D 一次，得到 s 的所有频繁最右扩展孩子；
11 for s 的每个频繁最右扩展孩子 s ⋄r e do
12 (s ⋄r e).min_distance = 1；/* 初始化最大值 */
13 调用 MiningReprePatterns(s ⋄r e, s,D,min_ sup,∆, ϵ, RS)；

14 if s.covered = False then
15 在 RS 中寻找一个能覆盖 s 的代表模式 R；
16 if 不存在这样的代表模式 R then
17 用 s 的候选代表模式，创建一个新的代表模式 Rnew，把 Rnew 放入 RS；
18 for GS 里的每个入口 Q(图模式 Q) do
19 if Rnew 能覆盖 Q then
20 Q.covered = True；

21 else
22 for GS 里的每个入口 Q(图模式 Q) do
23 if R 能覆盖 Q then
24 Q.covered = True；

25 弹出 GS 的栈顶；
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可以覆盖以 s 为根分枝中的所有频繁模式。因此，我们可以跳过以 s 为根的分枝 (裁
剪该子树)。在第 4 行，s ̸= min(s) 判断 s 是否是当前模式的最小 DFS 编码。如果
不是，可以跳过以 s 为根的分枝 [145]。在第 7 行，算法根据 p 和 s 的之间的距离

Dis(p, s) 更新 p.min _distance。在第 8 行，算法将当前模式 s 的 DFS 编码中的最后
一条边放入全局栈 GS。GS 跟踪图模式空间中从根结点到当前结点 (当前模式 s) 的
所有图模式。GS 中的每个入口对应一个图模式 Q，含有如下信息:(1)Q 的最小 DFS
编码中的最后一条边；(2)Q 的支持度；(3)Q 的覆盖标记 Q.covered；(4)Q 的候选代
表模式 Q.R。第 9-13 行，扫描 GS 中的每个图模式 Q，测试当前模式 s 是否能覆盖

Q。如果 s 能覆盖 Q 并且 s 大于 Q 的候选代表模式 Q.R，根据 4.5.2.2.1 中的贪心策

略，用 s 替换 Q.R。第 14 行，扫描数据库发现当前模式 s 的所有频繁最右扩展孩子。

第 15-18 行，对 s 的每个频繁最右扩展孩子 s ⋄r e，(s ⋄r e).min_distance 被初试化为
最大值 1，递归调用子过程 MiningReprePatterns 继续深度优先搜索。随着对 s ⋄r e 的
孩子的遍历，(s ⋄r e).min_distance 的值被逐渐减小。当 (s ⋄r e).min_distance 小于距
离阀值 ϵ 时，根据 4.5.2.2.2 节中描述的思想，s ⋄r e 的剩余的没被遍历的孩子分枝就
可以被裁剪掉。在遍历当前模式 s 的所有后裔之后，算法在第 19 行测试 s 是否已经

被覆盖。如果 s 没被覆盖，在第 20 行扫描当前的代表模式集合 RS，试图发现一个代

表模式 R 能覆盖 s。如果这样的代表 R 不存在，算法在第 22 行用 s 的候选代表模式

创建一个新的代表模式 Rnew，放入 RS，并且算法扫描 GS 中的每个图模式 Q(第 23
行)，判断 Rnew 能否覆盖 Q(第 24 行)。如果 Rnew 能覆盖 Q，则标记 Q 已经被覆盖

Q.covered = True(第 25 行)。如果在 RS 中发现了某个代表模式 R 能覆盖 s，也扫描

GS 中的每个图模式 Q(第 29 行)，判断 R 是否能覆盖 Q(第 30 行)。如果 R 能覆盖

Q，则标记 Q 已经被覆盖 (第 31 行)。

4.6 实验结果及分析

我们进行了大量的实验来考查算法的挖掘结果质量、执行效率、可扩展性，以及
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不同参数对算法性能和结果质量的影响。

4.6.1 实验设置

我们从一个真实的化合物数据中导出了若干个图集合。该化合物数据用来测试化

合物对艾滋病病毒的抑制作用，含有大约 44 000 个化合物。根据对艾滋病病毒的抑制
程度，每个化合物都被分为下面三类中的一类: CA(confirmed active)，CM(confirmed
moderately)和 CI(confirmed inactive)。其中，CA含有 422个化合物，CM含有 1 081
个化合物，CI 含有剩余的化合物。我们根据类别，分别导出了三个图集合 CA，CM
和 CI。其中，CI 图集合是从所有 CI 化合物中随机选择 5 000 个化合物。

本章算法使用 C++ 语言实现，用带有-O3 优化选项的 g++ 编译。用于实验的计
算机具有 PIV 3.0GHz CPU 和 1GB 内存，运行 RedHat Linux 8.0 操作系统。

Cluster-TopK算法需要两个额外的参数:聚类质量参数 δ(或 ∆)；跳跃距离阀值 ϵ。

在下面的实验中，若无特别说明，δ 取 0.1，ϵ 取 0.01。参数 δ 和 ϵ 对算法的影响和在

实际应用中的选择将在 4.6.4 节描述。

4.6.2 比较挖掘结果的质量

本小节比较算法 Greedy-TopK 和 Cluster-TopK 之间的挖掘结果质量，下一小节
比较算法 Greedy-TopK 和 Cluster-TopK 之间的性能。表 2 显示了在不同的数据集合

上，固定最小支持度 min_sup 等于 10%，变化不同的 K 值，算法 Greedy-TopK 和
Cluster-TopK选择的 K 个图模式而得到的联合熵的大小 (MES问题)。表 3显示了在

相同条件下，算法选择的 K 个图模式而得到的信息增益的大小 (MIGS 问题)。

表 1 根据求得的联合熵, 比较 Greedy-TopK 和 Cluster-TopK (min_sup=10%)

K
CA CM CI

Greedy-TopK Cluster-TopK Greedy-TopK Cluster-TopK Greedy-TopK Cluster-TopK
5 4.533 27 4.563 31 4.632 26 4.606 91 4.635 27 4.738 49
10 6.562 51 6.592 19 7.710 09 7.693 38 7.935 17 7.903 42
15 7.312 81 7.242 08 8.842 97 8.804 95 9.735 96 9.678 08
20 7.675 65 7.603 08 9.237 50 9.214 60 10.585 2 10.496 3

可以看出，算法 Greedy-TopK 和 Cluster-TopK 挖掘出的 Top-K 模式在质量上
非常接近。尽管 Cluster-TopK 算法没有理论上的近似比保证，但它输出的意义度量
值 (联合熵和信息增益)与 Greedy-TopK算法相比最多差 1%。有时，Cluster-TopK算
法得到的结果还稍微优于 Greedy-TopK 算法。我们也将最小支持度的取值在 5% 到
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30% 之间变化，用以比较结果差异。结果显示，Greedy-TopK 和 Cluster-TopK 给出
的 Top-K 模式在质量上仍然非常接近。

表 2 根据求得的信息增益，比较 Greedy-TopK 和 Cluster-TopK(min_sup=10%)

K
CA(res. CM) CM(res. CA) CI(res. CA)

Greedy-TopK Cluster-TopK Greedy-TopK Cluster-TopK Greedy-TopK Cluster-TopK
5 0.193 026 0.187 017 0.167 959 0.165 682 0.128 673 0.128 654
10 0.316 993 0.304 763 0.300 546 0.315 074 0.231 147 0.230 494
15 0.471 530 0.453 959 0.462 120 0.476 579 0.303 742 0.296 234
20 0.584 803 0.557 849 0.565 636 0.573 212 0.341 27 0.336 603

为了进一步验证不同算法的结果质量，我们使用算法 Greedy-TopK 和 Cluster-
TopK 最大化信息增益产生的 Top-K 模式进行分类实验，比较分类性能。我们构造两
个分类任务:(1)对 CA类和 CM类中的化合物进行分类；(2)对 CA类和 CI类中的化
合物进行分类。带有缺省参数的 LIBSVM [26] 被用作分类模型。分类准确率使用 5 次
交叉验证进行评价。ROC 曲线下的面积 (AUC) 被用来度量分类性能，AUC 越大，表
示分类性能越好。

此外，我们也抽取了传统的 Top-K 模式 (根据信息增益对所有模式进行排序，从
中选择前 K 个信息增益最大的模式) 进行比较。Trad-TopK 表示抽取传统 Top-K 模
式的算法。

我们使用算法 Trad-TopK，Greedy-TopK和 Cluster-TopK分别从正类和反类中抽
取 K 个图模式，建立分类模型。表 3显示了 K 变化时，不同的 Top-K模式构造的分类
器的分类性能 (AUC)。可以看出，Greedy-TopK和 Cluster-TopK产生的 Top-K模式在
分类性能方面远远优于传统的 Top-K 模式。因为传统的 Top-K 模式只考虑优化单一
模式的意义度量，导致结果集中存在很多结构类似的图模式，降低了整体的分类性能。

Greedy-TopK和 Cluster-TopK优化模式集合中所有模式的联合意义，隐含排斥结构类
似的图模式，从而保证了整体的分类性能。此外，Greedy-TopK和 Cluster-TopK产生
的 Top-K 模式在分类性能方面也非常接近，再次说明 Greedy-TopK 和 Cluster-TopK
的挖掘结果质量差异很小。

表 3 不同 Top-K 模式构造的分类器的分类性能 (AUC)(min_sup=10%)

K CA vs CM CA vs CI
Trad-TopK Greedy-TopK Cluster-TopK Trad-TopK Greedy-TopK Cluster-TopK

5 0.603 2 0.753 0 0.738 8 0.722 2 0.828 4 0.826 4
10 0.660 8 0.796 6 0.801 3 0.569 9 0.907 4 0.902 0
15 0.684 7 0.803 0 0.799 7 0.616 1 0.921 6 0.925 5
20 0.717 9 0.802 3 0.795 8 0.763 5 0.924 4 0.923 2
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最后，我们从结构上比价一下不同算法产生的 Top-K 模式。图 ??、图 6 和图 7

分别显示了算法 Trad-TopK，Greedy-TopK 和 Cluster-TopK 产生的 Top-5 模式。可
以看出，Trad-TopK 产生的 Top-5 图模式在结构上有很大重叠，因为它只考虑单一模
式的意义，而不考虑模式的联合意义。Greedy-TopK 和 Cluster-TopK 考虑了模式的
联合意义，产生的 Top-5 图模式在结构上彼此之间有很大的差异。在实际应用中，这
恰恰是用户想要挖掘的模式类型。
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图 6 Greedy-TopK 算法产生的 Top-5 模式 (MIGS，min_sup=10%)
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图 7 Cluster-TopK 算法产生的 Top-5 模式 (MIGS，min_sup=10%)

4.6.3 比较算法的效率

本小节比较算法 Greedy-TopK和 Cluster-TopK的执行效率。在 Greedy-TopK的
第一步，既可以使用 gSpan [145] 挖掘频繁图模式，又可以使用 CloseGrpah [146] 挖掘频

繁闭图模式。因此，我们比较了 Greedy-TopK 的两个版本，gSpan+Greedy-TopK 和
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CloseGrpah+Greedy-TopK。注意到，在与 Cluster-TopK 比较时，Greedy-TopK 利用
了 4.5.1.1 节和 4.5.1.2 节中的裁剪技术以获得最高的执行效率。

图 8 显示了当最小支持度变化时，不同算法求解 MES 问题所用的时间。图 9 显

示了当最小支持度变化时，不同算法求解 MIGS 问题所用的时间。如果一个算法不能
在一个小时内完成，我们就终止算法。因此，图中 gSpan+Greedy-TopK 的结果是不
完整的。
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图 8 支持度的变化对算法执行时间的影响 (MES，K=10)
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图 9 支持度的变化对算法执行时间的影响 (MIGS，K=10)
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从图 8和图 9可以看出，在执行效率方面，算法 Cluster-TopK极大地优于 Greedy-
TopK。例如: 在 CA 数据集合上，Cluster-TopK 比 gSpan+Greedy-TopK 快 2 个数量
级，比 CloseGrpah+Greedy-TopK 快 1 个数量级。而且，支持度越低，Cluster-TopK
和 Greedy-TopK的执行效率差异越大。Cluster-TopK的高效率来源于两个方面:(1)在
挖掘代表模式时，因为 Cluster-TopK 裁剪掉了很多不产生 (或少产生) 代表模式的分
枝，与 CloseGraph 挖掘闭图模式相比，Cluster-TopK 遍历了模式空间中更少的结点，
获得了更高的执行效率。(2) 在贪心选择时，因为 Cluster-TopK 产生的代表图模式数
量比 CloseGraph 产生的闭图模式数量少很多，因此 Cluster-TopK 贪心选择的执行效
率也比 Greedy-TopK 贪心选择的执行效率快很多。
下面评价算法 Greedy-TopK中使用的裁剪技术 (见 4.5.1.1节和 4.5.1.2节)的有效

性。为此，我们形成了 Greedy-TopK 算法的四个变体: Greedy-TopK-1 表示不使用裁
剪技术的 gSpan+Greedy-TopK；Greedy-TopK-2表示使用裁剪技术的 gSpan+Greedy-
TopK；Greedy-TopK-3 表示不使用裁剪技术的 CloseGraph+Greedy-TopK；Greedy-
TopK-4 表示使用裁剪技术的 CloseGraphn+Greedy-TopK。图 10 显示了当最小支持

度变化时，算法 Greedy-TopK 的不同变体所需的执行时间。可以看出，4.5.1.1 节和

4.5.1.2节中的裁剪技术能有效地改善算法 Greedy-TopK的效率，支持度越低，改善越
明显。
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图 10 支持度变化时算法 Greedy-TopK 的不同变体所需的执行时间 (CA 数据集，K=10)

4.6.4 不同参数对 Cluster-TopK 算法的影响

本小节评价算法 Cluster-TopK中所使用的两个参数:聚类质量参数 δ 和跳跃距离

阀值 ϵ，对算法的挖掘结果和运行时间的影响。由于相对跳跃距离阀值 δ(相对值) 和
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∆(绝对值) 具有完全相同的作用，我们只给出对 δ 的评价。

我们先评价聚类质量参数 δ 对算法的影响，固定跳跃距离阀值 ϵ = 0.01，变化 δ

的值。Cluster-TopK 算法的运行时间由两部分构成，聚类时间和贪心选择时间。我们
使用 TCluster，TGreedy 和 TTotal 分别表示算法的聚类时间、贪心选择时间和总的时间

(单位为秒)。Rep 表示 Cluster-TopK 算法聚类之后产生的代表模式数量，M 表示最

后输出的度量值。表 4 显示了当 δ 值变化时，算法 Cluster-TopK 的结果质量和运行
时间。可以看出，当 δ 增加时, 聚类时间 TCluster 不受影响。然而，随着 δ 值的增加，

输出的代表模式数量逐渐减少，因此，贪心选择时间 TGreedy 逐渐减小，总的时间也

逐渐减小。一个有趣的现象是 δ 值对最后度量值 M 的影响微乎其微。在 4.5.2.1 节，

我们分析了当 δ 值给定时，Cluster-TopK 的结果与 Greedy-TopK 的结果在理论上的
最大可能差异。而实际中的差异比这个理论上的最大差异少得多，这再次说明了算法

Cluster-TopK 采用的聚类策略非常适合于本章所研究的问题。

表 4 聚类质量参数 δ 对算法 Cluster-TopK 的挖掘结果和运行时间的影响

δ Rep
CA，min_sup=5%

Joint Entropy(MES) Information gain(MIGS) (res. CM)
M TCluster TGreedy TTotal M TCluster TGreedy TTotal

0.05 976 6.574 83 5.91 11.66 17.57 0.297 455 5.92 45.51 51.43
0.1 760 6.592 19 5.90 9.14 15.04 0.303 155 5.91 34.85 40.76
0.15 631 6.491 19 5.89 7.78 13.7 0.301 489 5.90 29.54 35.44
0.2 551 6.491 2 5.91 7.04 12.95 0.301 288 5.89 26.55 32.44
0.25 489 6.446 4 5.90 6.33 12.23 0.284 938 5.91 23.83 29.74
0.3 453 6.459 05 5.92 5.85 11.77 0.291 065 5.90 21.81 27.71

下面评价跳跃距离阀值 ϵ 对算法的影响，固定聚类质量参数 δ=0.1，变化 ϵ 的值。

表 5显示了当 ϵ值变化时，算法 Cluster-TopK的结果质量和运行时间。可以看出，当
ϵ 增加时，聚类时间 TCluster 明显减少。这是因为大的 ϵ 值使得图模式空间中更多的分

枝被裁剪掉，从而聚类时间 TCluster 被大大缩减。当 ϵ 增加时，由于输出的代表模式

数量也在逐渐减少，因此贪心选择时间 TGreedy 和总的时间也逐渐减小。与聚类质量参

数 δ 相比，跳跃距离阀值 ϵ 对结果质量的影响更小。例如: 当 ϵ 从 0.01 变化到 0.1 时，
最后的度量值几乎不发生变化。在前面的实验中，我们只使用了小的 ϵ 值 0.01，就能
使算法 Cluster-TopK 比 CloseGraph+Greedy-TopK 快 1 个数量级。如果使用更大的
ϵ 值 (例如 0.1) 会使算法 Cluster-TopK 更快，而且对结果质量几乎没有影响。这恰恰
说明了算法 Cluster-TopK 所采用的裁剪策略能在保证结果质量的前提下，极大地改
善算法的效率。
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表 5 距离阀值 ϵ 对算法 Cluster-TopK 的挖掘结果和运行时间的影响

ϵ Rep
CA，min_sup=5%

Joint Entropy(MES) Information gain(MIGS) (res. CM)
M TCluster TGreedy TTotal M TCluster TGreedy TTotal

0.01 760 6.592 19 5.9 9.31 15.21 0.303 155 5.9 34.71 40.61
0.02 731 6.592 19 5.36 9.01 14.37 0.303 155 5.36 33.78 39.14
0.03 697 6.592 19 4.49 8.14 12.63 0.303 155 4.49 31.2 35.69
0.04 675 6.592 19 3.93 7.98 11.91 0.303 155 3.93 30.13 34.06
0.05 644 6.592 19 3.13 7.08 10.21 0.303 155 3.12 27.05 30.17
0.06 633 6.592 19 2.93 6.95 9.88 0.303 155 2.93 26.71 29.64
0.07 626 6.592 19 2.9 6.93 9.83 0.303 155 2.9 26.63 29.53
0.08 616 6.592 19 2.71 6.78 9.49 0.303 155 2.71 26.15 28.86
0.09 612 6.592 19 2.59 6.72 9.31 0.300 521 2.59 25.89 28.48
0.1 574 6.592 19 2.44 6.45 8.89 0.300 521 2.44 24.53 26.97
0.15 465 6.598 96 1.83 5.14 6.97 0.292 042 1.83 19.63 21.46
0.2 355 6.522 53 1.31 4.23 5.54 0.284 786 1.31 16.37 17.69

4.6.5 算法可扩展性

本小节研究算法 Cluster-TopK 的可扩展性。我们从 1 倍到 10 倍复制 CA 数据
集，选择 min_sup = 5%和 6%，运行 Cluster-TopK，实验结果如图 11所示。从图 11

可以看出，算法 Cluster-TopK 有很好的可扩展性。随着数据量的增加，Cluster-TopK
的运行时间也在线性地增加。
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图 11 Cluster-Topk 的可扩展性 (MIGS，K=10)

4.7 本章小结

本章提出了一个新的研究问题，基于联合意义度量挖掘 Top-K 图模式，并给出
两个高效算法 Greedy-TopK 和 Cluster-TopK。Greedy-TopK 有近似比保证，但是当
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频繁子图数量较多时挖掘效率较低。Cluster-TopK 没有近似比保证，但是挖掘效率更
高。实验结果显示本章提出的 Top-K 挖掘优于传统的 Top-K 挖掘。Cluster-TopK 比
Greedy-TopK 快至少一个数量级。而且，Cluster-TopK 的挖掘结果质量非常接近于
Greedy-TopK 的挖掘结果质量。本章提出的算法是一种通用算法，也适用于其他的联
合意义度量和模式类型 (例如: 项集模式、序列模式、树模式等)。
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5.1 引言

近年来，由于图模型在生物信息学、化学、社会网络分析等领域的广泛应用，图

挖掘和图数据管理逐渐成为热点研究内容。很多基于图的数据挖掘算法和查询处理技

术已经被提出。例如: 文献 [20] [66] [83] [103] [145] 研究了图的频繁模式挖掘算法；文
献 [34] 和 [147] 研究了图的索引方法和查询处理方法；文献 [47] 和 [123] 研究了社会
网络中结点之间的关系。

图分类与预测是图挖掘的一个重要研究分支，在医学、生物学等领域有着广泛的

应用背景。例如:在药物设计方面，对化合物进行化学实验以检测它对病毒的抑制作用
及其对人体的副作用将是一个耗时且昂贵的实验过程。为了设计一个新的抗病毒药物，

对数据库中所有可能的化合物进行这种化学实验，时间和费用都是无法接受的。如果

使用图分类技术，根据少量化合物的实验结果建立分类模型，扫描化合物数据库，识

别出那些最有可能抗病毒的化合物，再在识别出的化合物上进行化学实验，将极大地

降低药物设计的费用和周期。再例如: 在计算生物学领域，蛋白质的氨基酸序列通过
折叠可以形成蛋白质二级结构和蛋白质三级结构。蛋白质二级结构可以用平面标号图

来表示，而蛋白质三级结构可以用带有几何信息的空间几何图来表示。通过在蛋白质

二级结构和三级结构上建立分类预测模型，可以帮助生物学家分析和识别蛋白质的基

本功能。

传统的分类方法 [54](如决策树归纳、贝叶斯方法等)并不能直接用于图数据，因为
这些方法都假定数据以关系或向量的形式存在。为此，研究人员提出了一些针对图数

据的分类方法。这些分类方法大致可分成两类:(1)基于特征的图分类方法；(2)基于核
函数的图分类方法。在基于特征的图分类方法中，最有代表性的方法 [42,43] 是使用频

繁子图作为分类特征进行分类，包含三个主要步骤:(1)挖掘频繁子图；(2)选择分类特
征；(3) 构造分类模型。该方法存在的主要问题是挖掘频繁子图时如何设置最小支持
度。设置过高，只能产生少量极其频繁的子图，影响分类器的性能；设置过低，频繁

子图挖掘算法又不能在合理时间内完成挖掘。使用基于核函数的图分类方法构造的核

函数来度量图之间的相似性。代表性的方法包括: 基于环模式的图核方法 [63]，基于随

机游走的图核方法 [77,99]，基于最短路径的图核方法 [22]，基于最优局部分配的图核方

法 [48] 等。基于核函数的图分类方法存在的主要问题是: 很多图核函数的计算都是 NP
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完全问题。因此，很多基于核函数的图分类方法只适用于小规模的图。

如果图模式 P 的支持度从一个类别到另一个类别急剧变化 (例如:P 在正类的支
持度是 35%，而 P 在反类的支持度是 0.02%)，直觉上，P 具有很强的分类能力，非

常适合作为分类特征。这样的模式在文献 [44] 中被称为显露模式，并被用于关系数据
的分类，取得了很好的分类效果。本章重点研究如何利用显露模式对图数据进行分类。

本章提出了一种基于频繁闭显露模式的图分类方法 CEP。CEP 包括三个主要步
骤:(1) 挖掘频繁闭图模式；(2) 过滤非显露模式；(3) 构造分类规则。第一步，CEP 使
用闭图挖掘算法 CloseGraph [146] 挖掘所有频繁闭图模式作为候选分类特征。与频繁子

图挖掘算法相比，闭图挖掘算法可以使用更小的支持度来挖掘更大的图集合，产生更

多对分类有重要作用的候选分类特征。而且，由闭图模式构成的候选分类特征既不会

丢失对分类有用的信息，在数量上又远远小于由频繁子图构成的候选分类特征。第二

步，CEP 保留频繁闭图模式中的显露模式。第三步，CEP 根据剩余的显露模式构造
分类规则。在构造分类规则时，我们提出了一个新的特征选择方法，该方法既考虑显

露模式如何覆盖图数据，又考虑显露模式在图数据中如何分布。这是因为，相同特征

在图中的不同位置很可能导致对图的作用不相同。第三步产生的分类规则也容易被特

定领域的专业人员理解和利用。在化合物上的分类实验结果显示:CEP 的分类性能优
于文献 [43] 中的图分类方法，考虑特征分布的特征选择方法能有效地提高分类性能。

综上，本章的主要贡献如下: 第一，提出了一个新的图分类方法 CEP。第二，给
出了一个新的特征选择方法，该方法既考虑特征如何覆盖图数据，又考虑特征在图数

据中如何分布。第三，通过理论分析，给出图模式的支持度与其分类预测能力之间的

关系。第四，实验结果验证了 CEP 的分类性能和新的特征选择方法的有效性。
本章的内容安排如下:5.2 节介绍相关工作；5.3 节介绍预备知识并给出问题定义；

5.4 节详细介绍 CEP 方法；5.5 节通过实验验证 CEP 方法并与文献 [43] 中的分类方
法进行比较；5.6 节对本章进行小结。

5.2 相关工作

分类是机器学习和数据挖掘领域中的一个基本研究问题。研究人员已经提出了大

量的分类方法，主要包括判定树归纳分类方法、贝叶斯分类方法、神经网络分类方法

和支持向量机分类方法等 [54]。这些传统分类方法通常假定数据是以关系或者向量的形

式存在。分类问题的一个最大特点是: 不存在任何分类方法在所有环境下都是最优的。
必须针对特定的领域和特定的数据类型，设计合适的分类方法。随着数据类型的变化，

研究人员又提出了针对特定数据类型的分类方法。例如: 文献 [156] 研究了对文本数据
的分类；文献 [90] 研究了对序列数据的分类。
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近年来，由于图数据的大量出现，对图数据的分类也自然引起了研究人员的极大

兴趣。图分类方法大致可分成两类: 基于特征的分类方法；基于核函数的分类方法。

按照特征来源的不同，基于特征的分类方法又可分为: (1)基于物理化学特性的分
类方法；(2)基于拓扑特征或几何特征的分类方法。基于物理化学特性的分类方法需要
领域专家根据应用背景和领域知识事先指定合适的分类特征。其优点是方法简单，避

免出现”过拟合”现象。缺点是表达能力不足，会丢失图数据的重要信息，导致分类性
能差。基于拓扑特征或几何特征的分类方法主要是使用频繁拓扑子图或频繁几何子图

作为分类特征进行分类 [42,43]。该类方法的优点是可以获得任意拓扑 (或几何) 结构的
特征，具有良好的分类性能和扩展性。缺点是挖掘频繁子图时，最小支持度参数很难

确定。如果最小支持度设置过高，只能产生少量极其频繁的图模式，极大地降低了分

类器的准确率；如果最小支持度设置过低，产生的图模式数量又太多，分类模型很难

构造，甚至频繁子图挖掘算法都不能在合理的时间内完成挖掘。

基于核函数的分类方法在很多应用中已被证明优于其他的方法 [63]。为此，研究人

员针对图分类问题，提出了一些图核函数 [22,48,63,77,99]。本质上，图核函数可以看作两

个图之间的相似程度的一种度量。例如: 将图分解成基本成分集合，两个图的核函数
可以定义为对应基本成分集合交集的大小。文献 [63] 给出了一种基于环模式的图核方
法。该方法根据图中环模式集合和树模式集合定义图核函数，然后利用支持向量机进

行分类。然而，该核函数的计算只适用于环个数被某一常数所限制的图。而且这种分

类方法只在图中具有天然环结构（例如化合物）的情况下才具有较高的分类性能。如果

图中没有环结构或者只有少量环结构，该方法并不可行。文献 [77] 和 [99] 提出了一种
基于随机游走的图核方法。文献 [22] 提出了一种基于最短路径的图核方法。文献 [48]
提出了一种最优局部分配的图核方法。通常，基于核函数的分类方法具有良好的分类

性能。然而，很多图核函数的计算都是 NP 完全问题。因此，很多图核方法可扩展性
差，只适用于小规模的图数据。

随着频繁模式挖掘技术的进步，基于频繁模式的分类方法也受到了普遍关注。文

献 [31] 分析了基于频繁模式的分类方法在数据分类时具有的优点，并给出了一个基于
频繁模式的分类方法。该方法首先挖掘所有频繁模式，然后使用特征选择方法挑选强

分类特征，再将数据映射到特征空间中，用支持向量机建立分类模型。该方法在对关

系数据分类时，取得了很好的分类效果。然而，该方法的缺点是需要挖掘所有频繁模

式，当支持度设置过低，该方法的可扩展性差。为此，文献 [32] 利用分枝限界技术从
数据库中直接挖掘强分类特征，用来改善基于频繁模式的分类方法的效率和可扩展性。

基于频繁模式的分类方法如果使用所有频繁模式将会导致过适应问题，因而需要一个

特征选择过程从所有可用的频繁模式中选择对分类起主要作用的特征。目前的特征选

择方法包括 CBA [95] 和 CMAR [94]，这些特征选择方法只考虑特征如何覆盖数据，不
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考虑特征在数据中如何分布。文献 [43] 指出，在图数据中，相同特征在图中的不同位
置很可能导致对图的作用也是不相同的。因此，对图数据分类时，特征选择方法需要

考虑特征在图中的分布情况。显露模式的概念最早在文献 [44] 中提出，并用于关系数
据的分类。

本章提出了一种新的图分类方法 CEP。CEP 使用频繁闭显露模式来构造分类规
则。CEP 与现有分类方法的区别在于:(1) 提出了一个新的特征选择方法，该方法既考
虑特征对数据库图的覆盖，又考虑特征在数据库图中如何分布；(2)在选择分类特征之
后，直接根据特征构造分类规则，而不是将数据映射到特征空间；(3)分类特征从频繁
闭显露模式中选择，而不是从所有频繁模式中选择。实验结果显示，CEP 分类方法在
分类性能方面优于文献 [43] 中的图分类方法。

5.3 问题定义

详细介绍 CEP 方法之前，首先给出有关的基本概念和问题定义。
现用 supportrel(p;D) 表示图模式 p 在数据库 D 中的相对支持度；用

supportabs(p;D) 表示图模式 p 在数据库 D 中的绝对支持度。

定义 5.3.1(显露比) 给定两个图数据库 D1 和 D2，一个图模式 p 从 D1 到 D2 的

显露比定义为 EMR(p;D1, D2) = supportrel(p;D1)/supportrel(p;D2)。

直觉上，如果图模式 p 从一个类别图数据库到另一个类别图数据库的显露比非常

大的话 (例如:p 在正类图数据库的相对支持度是 35%，p 在反类图数据库的相对支持

度是 0.02%)，则图模式 p 应该被选作分类特征。

定义 5.3.2(显露模式) 给定两个图数据库 D1 和 D2 和一个显露比阀值

min_EMR，如果图模式 p 从 D1 到 D2 的显露比 EMR(p;D1, D2) ⩾ min_EMR，则
称图模式 p 为从 D1 到 D2 的显露模式。

本章研究的图分类问题定义如下:
输入: 图数据库 D = {(Gi, Ci)|i = 1, 2, . . . , n}，其中，Gi 是一个图结构，Ci 表示

Gi 所属的类别。

输出: 一个分类模型，用来判断新图所属类别。

为了便于描述，本章只讨论二元分类问题。对 CEP方法稍加改动，也可以用于多
元分类问题。

5.4 CEP 分类方法

CEP 分类方法的框架如图 1 所示。CEP 包括三个主要步骤:(1) 挖掘频繁闭图模
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式；(2)过滤非显露模式；(3)构造分类规则。第一步，将图数据库根据类别分为正例图
数据库 PD 和反例图数据库 ND。然后使用闭图模式挖掘算法 CloseGraph [146]，分别

对正例图数据库 PD 和反例图数据库 ND 进行挖掘，得到正例中的频繁闭图模式集合
PFC 和反例中的频繁闭图模式集合 NFC。第二步，对 PFC 和 NFC 分别进行非显露
模式过滤，得到正例中的闭显露模式集合 PEP 和反例中的闭显露模式集合 NEP。第
三步，从 PEP 和 NEP 分别构造正例分类规则集合 PCR 和反例分类规则集合 NCR。
下面将详细描述以上各个步骤。

Filter

non-emerging

graph patterns

Minimum Support

  Graph
Database

closed subgraphs Construct

classification

rules

emerging patterns
Mine frequent

closed

subgraphs

Classification

rules

Minimum emerging ratio Minimum cover threshold

图 1 CEP 分类方法框架

5.4.1 挖掘频繁闭图模式

在基于频繁模式的图分类方法中，一个重要的问题就是最小支持度的设置。如果

最小支持度设置得过高，只能产生少量高度频繁的模式，将严重影响分类器的性能。如

果最小支持度设置得过低，模式挖掘算法需要太长的运行时间或者由于内存耗尽而不

能完成挖掘任务。即使完成了挖掘任务，由于产生的图模式太多，也会严重影响分类

模型的构造以及分类模型的实际应用。

如果仅从分类性能角度考虑，原则上应该使用尽可能低的支持度阀值，这样将会

得到更多对分类起关键作用的图模式。下面从信息论的角度分析图模式的支持度与其

分类能力之间的关系。

为了便于分析，假设只有两个类别 C = {0, 1}。vp 是表示某个图模式 p 的随机

变量。在一个图实例中观察到图模式 p 时，获得的信息增益是 IG(C|vp) = H(C) −
H(C|vp)，其中 H(C)是无条件熵，H(C|vp)是在图模式 p出现的条件下的条件熵。在

类分布固定的情况下，无条件熵 H(C)是一个常数。设 Hmin(C|vp)是 H(C|vp)的最小
值，IGmax(C|vp) 是 IG(C|vp) 的最大值，我们有 IGmax(C|vp) = H(C)−Hmin(C|vp)。

假设图模式 p 的相对支持度为 s，那么 P (vp = 1) = s。再假设 P (C = 1) = m，

P (C = 1|vp = 1) = n，我们有 H(C|vp) = −
∑

vp∈{0,1}
P (vp)

∑
C∈{0,1}

P (C|vp) logP (C|vp) =

−s(n logn+ (1− n) log(1− n))− (1− s)(m−sn
1−s

log m−sn
1−s

+ (1−s)−(m−sn)
1−s

log (1−s)−(m−sn)
1−s

)。
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显然，H(C|vp)是 s，m和 n的函数。容易证明，当 s和 m为常量时，H(C|vp)是
n的凹函数。如果 s和 m为满足不等式 s ⩽ m ⩽ 1/2的常量，则 H(C|vp)在 n = 0或

者 n = 1 时取得最小值。假设 H(C|vp) 在 n = 0 时取得最小值，那么 n = 1 的情况可
进行类似分析。Hmin(C|vp) = (s− 1)( m

1−s
log m

1−s
+ 1−s−m

1−s
log 1−s−m

1−s
)。在类分布固定的

情况下，m是一个常数。Hmin(C|vp)对 s求偏导数，有 ∂Hmin(C|R)|n=0

∂s
= log 1−s−m

1−s
⩽ 0。

因此，当 s ⩽ m ⩽ 1/2 时，Hmin(C|R)n=0 随着 s 而单调递减，IGmax(C|R) 随着

s 而单调递增，一个图模式的支持度与它可能具有的最大分类预测能力成正比。

通过以上分析，可以得出下面的结论: 在图分类方法中，应该使用尽可能小的支
持度阀值来挖掘图模式，这样会减少对分类有用的图模式的丢失。

然而，太低的支持度阀值又导致图模式挖掘算法无法完成。为解决支持度阀值选

择问题，图分类方法 [42,43] 在挖掘图模式时，尽可能地降低支持度阀值到某一极限，如

果再降低，产生的图模式太多而不能被有效地处理。例如: 图分类方法 [43] 使用频繁子

图挖掘算法 FSG [83] 挖掘 NCI/CA 时，支持度阀值最小只能取 10%，将产生 2 万多
个频繁图模式。

为了获得更高的分类性能，本章的 CEP 分类方法只挖掘频繁闭图模式。与挖掘
频繁图模式相比，挖掘频繁闭图模式有下面几个优点:(1) 在绝大多数情况下，频繁图
模式的数量远远大于频繁闭图模式的数量。例如: 在图模式挖掘和图分类经常使用的
实验数据 NCI/CA [146] 中，当最小支持度为 5%时，将产生大约 100万个频繁图模式。
而在这些频繁图模式中，只有不到 2 000 个闭图模式。因此，挖掘闭图模式既可以加
速挖掘过程，又加快了 CEP 框架中显露模式生成、分类规则构造等后续步骤，从而
缩短了分类模型的构造时间。同时，也有利于分类模型在实际中的应用。(2)前面已经
证明图模式的分类能力与其支持度密切相关，小的支持度阀值会减少对分类有用的图

模式信息的丢失。如果使用闭图模式挖掘算法，就可以使用更小的支持度阀值，产生

更多对分类至关重要的图模式信息。(3)更为重要的是，挖掘闭图模式不会丢失任何对
分类有用的信息，因为从闭图模式集合，能恢复所有的频繁图模式及其支持度。而且，

在实际应用中，领域专家只对闭图模式感兴趣。

在二元分类问题中，正例的数量通常远远小于反例的数量。例如: 在 CA 和 CI 的
分类问题 [43,63] 中，正例的数量只是反例数量的 1%。在这种情况下，如果在整个图集
合中挖掘闭图模式，正例中很多对分类至关重要的图模式将丢失。因此，在挖掘之前，

我们先将整个图数据库根据类别分成正例图数据库 PD 和反例图数据库 ND。然后

使用闭图模式挖掘算法 CloseGraph [146] 分别挖掘正例图数据库 PD 和反例图数据库

ND，得到正例中的频繁闭图模式集合 PFC 和反例中的频繁闭图模式集合 NFC。
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5.4.2 过滤非显露图模式

是否所有的频繁闭图模式对分类都非常重要呢？当然不是。如果一个图模式在正

例和反例中的支持度相差不大，那么该图模式对分类的预测作用也非常有限。只有那

些其支持度从一个类别到另一个类别变化巨大的图模式才能对分类起到重要的预测作

用。例如: 假设一个图模式 p 在正例中的支持度为 35%，在反例中的支持度为 0.2%。
如果一个未知类别的新图 G 含有图模式 p，那么我们可以说图 G 在正例中的几率为

99.4%。这样的图模式经常被称为显露模式 [44]。

因此，在 CEP方法的第二步，我们分别从正例的频繁闭图模式集合 PFC 和反例

的频繁闭图模式集合 NFC 中过滤掉非显露模式。算法 11 给出了如何过滤 PFC 中

非显露模式，过滤 NFC 中非显露模式可类似的处理。

Algorithm 11: 过滤 PFC 中非显露模式的算法
Input: 正例中的频繁闭图模式集合 PFC，反例图数据库 ND，显露比阀值 λ
Output: 正例中的显露模式集合 PEP

1 for PFC 里的每个图模式 p do
2 计算 p 在 ND 中的相对支持度 supportrel(p,ND)；
3 if supportrel(p, PD)/supportrel(p,ND) ⩾ λ then
4 把 p 放入 PEP；

5 输出 PEP；

在算法 11 中，需要 |PFC| × |ND| 个子图同构测试。子图同构测试是 NP 完全
问题，因此当闭图模式数量很大时算法 11 的效率很低。而且，如果 ND 太大不能完

全装入内存，算法 11需要多遍磁盘扫描。为提高效率，应该尽可能减少子图同构测试

次数和磁盘扫描次数。

下面我们给出一个更高效的算法来过滤 PFC 中的非显露模式。该算法首先将

PFC 中的所有频繁闭图模式组织成一个树型结构，用 T 表示，T 的根结点为空图。

对 PFC 中的任意两个图模式 p1 和 p2，如果满足下面三个条件:(1)p1 ⊂ p2，(2) 不存
在 p ∈ PFC 使得 p1 ⊂ p ⊂ p2，(3)p1 的 DFS 编码小于 p2 的 DFS 编码，则将 p2 作为

p1 的孩子结点。如果在得到所有频繁闭图模式之后，再构造这样的树 T，不可避免地

会执行大量的子图同构测试。实际上，在闭图模式挖掘算法 CloseGraph [146] 深度优先

遍历图模式空间的过程中，我们很容易得到闭图模式之间的超图–子图关系，并不需要
额外的子图同构测试。因此，我们可以在 CloseGraph [146] 执行过程中同时构造树 T。

CloseGraph 运行完成，T 也被构造完成。

在得到 T 之后，对 ND 中的每个图 G，采用深度优先方式遍历树 T。如果 G 包

含当前结点 p(p ⊆ G)，p 的计数加 1，继续遍历 p 的孩子结点。如果 G 不包含当前结

点 p(p ̸⊆ G)，根据 Aprior(反单调) 性质，G 也不可能包含 p 的孩子结点，我们可以
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略过对 p 为根的子树的遍历。这样做，我们只需扫描 NS 一次，就可以得到 PFC 中

所有图模式在 NS 中的 (相对) 支持度，极大地减少了子图同构测试次数。改进的算
法如算法 12 所示。

Algorithm 12: 过滤 PFC 中非显露模式的改进算法
Input: 正例中的频繁闭图模式集合 PFC，反例图数据库 ND，PFC 中闭图模式形成的树型结构 T，

显露比阀值 λ
Output: 正例中的显露模式集合 PEP

1 for ND 里的每个图 G do
2 node = T.root；
3 调用 Traverse_Tree(G，node)；
4 for PFC 里的每个图模式 p do
5 supportrel(p,ND) = p.count/|ND|；
6 if supportrel(p, PD)/supportrel(p,ND) ⩾ λ then
7 把 p 放入 PEP；

8 输出 PEP；

Algorithm 13: 遍历树 T 的子过程
Input: 反例图数据库 ND 中的一个图 G，树 T 的一个结点 node
Output: 如果 G 包含 node 为根子树中的某个结点 p，则 p 的计数加 1

1 for node 的每个孩子 c do
2 if c ⊆ G then
3 c.count++；
4 调用 Traverse_Tree(G，c)；

5.4.3 构造分类规则

显然，PEP 中的每个显露模式 p 都对应一个分类规则:p → 正例 (p 在正例中的
支持度，p 的显露比)。NEP 中的每个显露模式 q 也对应一个分类规则:q → 反例 (q
在反例中的支持度，q 的显露比)。尽管可以直接使用这些分类规则对一个新实例进行
分类，然而这样做却有下面的问题。

为了不丢失对分类有重要预测作用的显露模式，显露比阀值 λ 通常取很小的数

值。这样，显露模式对应的分类规则的数量仍然非常大。在对一个新实例分类之前，首

先需要检查它与哪些分类规则相匹配 (包含哪些显露模式)，这涉及大量的子图同构测
试。子图同构测试是 NP 完全问题，时间复杂性很高。在实际应用中 (例如: 在新药研
制方面)，分类模型通常是在小的化合物训练集上构造而后用于含有几百万个化合物的
数据库。因此，如果直接使用所有的分类规则将严重限制分类方法的实际应用。

因此，有必要从所有的分类规则中选择少量对分类起决定作用的分类规则。分类

规则选择相当于从显露模式中进行特征选择，因为每个显露模式都对应一个分类规则。

在介绍 CEP 的特征选择方法之前，先定义一个分类规则等级的概念。
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分类规则等级: 任意两个分类规则 R1 和 R2，如果下面的条件之一成立，我们就

说 R1 的等级高于 R2，用 R1 ≻ R2 表示。(1)R1 的显露比高于 R2。(2) R1 和 R2 的显

露比相等，R1 的支持度高于 R2。(3)R1 和 R2 的显露比和支持度都相等，R1 的规模

小于 R2。

根据分类规则等级，正例 (或反例) 的分类规则可以形成线性顺序。这时，我们可
以采用类似 CBA [95] 或者 CMAR [94] 的顺序覆盖方法来选择少量对分类起决定作用的

分类规则。但是，CBA 和 CMAR 只考虑数据包含哪些模式，并没有考虑这些模式在
数据中如何分布。

在图的环境中，除了要考虑每个图包含哪些模式，还应该考虑这些模式在图中如

何分布。例如: 设 p1 和 p2 是两个显露模式且 p1 ⊂ p2，如果 p1 在一个图 G 中的每一

次出现都伴随着 p2 的出现，那么 p2 对图 G的分类将起主要的预测作用。在已经选择

p2 的前提下，再选择 p1 就没有什么意义。

本章的特征 (或分类规则)选择算法，充分考虑了模式在图中的分布情况，进一步
提高了 CEP 的分类性能，这一点已经在实验中得到验证。

在正例 (或反例) 的分类规则排成线性顺序之后，我们给每个规则分配一种颜色。
例如: 用颜色 1 代表等级最高的分类规则，用颜色 2 代表等级第二高的分类规则，依
此类推。用 color(R) 表示分类规则 R 对应的颜色。因为分类规则和显露模式一一

对应，显露模式 p 的颜色也用 color(p) 表示。对 PEP 中的每个显露模式 p，定义

cover_color(p, PEP ) = {color(pi)|pi ⊂ p, pi ∈ PEP}。cover_color(p, PEP ) 是 PEP

中所有能被 p包含的显露模式的颜色集合。利用过滤非显露模式时构造的树结构 T (见
5.4.2 节的描述)，很容易计算 cover_color(p, PEP )。算法 14 给出了如何从 PEP 中

产生对正例分类起决定作用的分类规则。类似地，CEP方法也从 NEP 中产生对反例

分类起决定作用的分类规则。

我们简单解释一下算法 14。输入参数 θ 是覆盖阀值，它控制一个图被几个显露模

式覆盖时才可以被删除。图的一个顶点可能被多个分类规则的显露模式所覆盖，为了

表示这种情况，我们允许每个顶点可以有多种颜色，每种颜色对应一个分类规则。我

们用 color(v) 表示顶点 v 所包含的颜色集合。在第 3-7 行将所有顶点的颜色集合初试
化为空。第 12 行，每当一个显露模式 p 与图 G 中的一个子图 emb 相匹配 (子图同
构)时，我们先检查第 13行中的条件是否成立。如果条件成立，则说明子图 emb目前

还没有被包含 p 的显露模式所覆盖，显露模式 p 对图 G 应该起预测作用。在第 14-16
行，我们先删除被 p 包含的显露模式在子图 emb 中的覆盖信息 (被 p 包含的显露模式

的预测作用被 p 代替)，然后记录显露模式 p 覆盖 emb(记录 p 的预测作用)。第 20-22
行，若图 G 被 θ 个显露模式所覆盖，则从 PD 中删除 G。第 23-25 行，若整个图 G
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Algorithm 14: 产生分类规则的算法 (特征选择算法)
Input: 正例中的显露模式集合 PEP，正例图数据库 PD，覆盖阀值 θ
Output: 正例分类规则集合 PCR

1 把对应 PEP 中每个显露模式的分类规则放入 RS；
2 根据分类规则的等级排序 RS；
3 for PD 里的每个图 G do
4 for G 里的每个结点 v do
5 color(v) = ∅；

6 for RS 里的每个分类规则 R do
7 R.matching = false；
8 p = R 的显露模式；
9 for PD 里的每个图 G do

10 for p 在 G 中的每次出现 emb do
11 if

∩
v∈emb

color(v) = ∅ then

12 for emb 里的每个结点 v do
13 color(v) = (color(v)− cover_color(p, PEP )) ∪ color(r)；
14 R.matching = true；

15 if |
∪

v∈G

color(v)| = θ then

16 从 PD 中删除 G；

17 if ∀v ∈ G，color(v) ̸= ∅ then
18 从 PD 中删除 G；

19 if R.matching = true then
20 把 R 放入 PCR；

的所有顶点已经被显露模式所覆盖，则从 PD 中删除 G。最后，若分类规则 R 至少

对一个图 G 起预测作用，则把 R 作为分类规则输出。

5.4.4 使用分类规则进行分类

得到正例分类规则集合 PCR 和反例分类规则集合 NCR 之后，就可以对一个未

知类别的图 G进行分类。为了尽可能精确地分类，CEP分类方法从 PCR和 NCR分

别寻找若干个匹配图 G 的分类规则。然后，根据它们的支持度和显露比预测图 G 的

类别。算法 15 给出了如何对一个未知类别的图进行分类。

算法 15 实现时，要注意两点: (1)在第 1-2步寻找匹配规则时，要像 5.4.3节构造

分类规则那样，考虑显露模式彼此包含情况，使得某个分类规则的预测作用不会完全

被另一个分类规则所代替。(2)经常会存在这种情况，真正匹配的规则数少于给定的数
量，这时就使用实际匹配的规则。
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Algorithm 15: ClassifyGraph 算法
Input: 要分类的图 G，正例分类规则集合 PCR，反例分类规则集合 NCR，正例分类规则的最小匹

配数 M1，反例分类规则的最小匹配数 M2

Output: G 的类别 (正例或者反例)
1 按照等级从高到低的顺序，从 PCR 中寻找 M1 个能匹配 G 的分类规则 {R+

1，R+
2，. . .，R+

M1
}；

2 按照等级从高到低的顺序，从 NCR 中寻找 M2 个能匹配 G 的分类规则 {R−
1，R−

2，. . .，R−
M2

}；

3 Score =
M1∑
i=1

R+
i .s×R+

i .r −
M2∑
i=1

R−
i .s×R−

i .r；/* R+
i .s 是 Ri 的显露模式的支持度，R+

i .r 是 Ri 的显

露模式的显露比 */
4 if Score > 0 then
5 预测 G 属于正类；
6 else
7 预测 G 属于负类；

5.5 实验结果及分析

所有实验都在内存 512M，CPU为 Pentium-4 3.2G，操作系统为 Redhat 7.0的 PC
机上进行。所有的算法都在 STL 库支持下用 C++ 实现，用带有 O3 选项的 g++ 编
译。在 CEP分类方法中，需要挖掘频繁闭图模式，因此我们也实现了 CloseGraph [146]。

为了与文献 [43] 和 [63] 中的分类方法比较，本章使用了与文献 [43] 和 [63] 相同
的实验数据: NCI-HIV 化合物数据。所有 NCI-HIV 化合物根据它们对人体 CEM 细
胞的保护程度被分成三个类别: CA(强烈保护)，CM(一般保护) 和 CI(没有保护)。在
44 000多个 NCI-HIV化合物中，422个属于 CA，1 081个属于 CM，其余属于 CI。与
文献 [43] 和 [63] 中的分类问题一样，我们也考虑下面的三个二元分类问题:(1) CA vs
CM；(2) CA+CM vs CI；（3）CA vs CI。

因为文献 [43] 和 [63] 用 ROC 曲线 [109] 来度量分类器的性能，为了能与文献 [43]
和 [63]中分类方法进行比较，我们也用 ROC曲线来度量 CEP分类器的性能。在二维
ROC 空间中，分类器对应的 ROC 曲线在 x 轴上显示被错误分类的反例的比率，在 y

轴上显示被正确分类的正例的比率。一个分类器对应的 ROC 曲线面积越大，说明该
分类器的分类性能越好。

对每个分类问题，实验都进行 5次交叉验证，求 ROC曲线面积的均值和方差。表
1 给出了 CEP 分类器构造时使用的各种参数以及输出的平均分类规则数和平均构造
时间。

表 1 CEP 分类器构造时使用的参数
Parameters CA vs CM CA+CM vs CI CA vs CI

minimum support (0.05,0.03) (0.03,0.02) (0.05,0.02)
minimum emerging ratio (2,2) (2,2) (2,2)
minimum cover threshold (5,5) (5,5) (5,5)
number of output rules (47,62) (156,27) (112,35)

construction time(s) 413 1586 1131
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表 1 中括号里的数值分别是正例和反例的参数设置。在每次交叉验证中，分类器

构造完成之后，设置算法 5.4.4中正例分类规则和反例分类规则的最小匹配数为 (5,5)，
用算法 15 进行分类。表 2 给出了 CEP 分类方法对应的 ROC 曲线面积。为了与文
献 [43]和 [63]中的分类方法比较，表 2也显示了在文献 [43]和 [63]中给出的 ROC曲
线面积。

表 2 各种分类方法对应的 ROC 面积
Classification Approaches CA vs CM CA+CM vs CI CA vs CI

FSG 0.810 0.794 0.908
FSG+3D 0.821 0.819 0.940

CPK 0.8273(0.013) 0.8011(0.017) 0.9285(0.010)
γCPK 0.8398(0.010) 0.8332(0.013) 0.9426(0.007)
CEP 0.8439(0.011) 0.8457(0.006) 0.9611(0.009)

在表 2 中，FSG 和 FSG+3D 是文献 [43] 中的分类方法。FSG 根据频繁拓扑子结
构来建立分类模型，FSG+3D 根据频繁几何子结构来建立分类模型。CPK 和 γCPK
是文献 [63] 中的分类方法。CPK 是通过普通环模式核来建立分类模型，γCPK 是通
过高斯环模式核来建立分类模型。表 2 中的数值是每种分类方法对应的 ROC 曲线面
积的均值和方差。在表 2中，我们给出了文献 [43]和 [63]中的分类方法在各种参数下
最好的结果。通过比较 ROC曲线的面积，可以看出 CEP在分类性能上要明显优于文
献 [43] 和 [63] 中的分类方法。尽管 CEP 没有使用几何图模式，但它的分类性能仍然
要优于 FSG+3D。将来我们要考虑如何在 CEP 中利用几何模式进一步提高 CEP 的
分类性能。

下面，我们通过实验验证 CEP 中所使用的特征选择方法的有效性。现用

CEP+CBA 表示在 CEP 框架中使用传统的特征选择方法 CBA。表 3 给出了 CEP
使用不同特征选择方法时的分类性能。从表 3 可以看出，本章给出的特征选择方法优

于传统的特征选择方法 CBA。

表 3 测试 CEP 中特征选择方法的有效性
Classification Approaches CA vs CM CA+CM vs CI CA vs CI

CEP+CBA 0.840 7(0.008) 0.841 9(0.012) 0.956 8(0.012)
CEP 0.843 9(0.011) 0.845 7(0.006) 0.961 1(0.009)

CEP好的分类性能主要得益于下面三个方面:(1)使用更低的支持度来挖掘频繁闭
图模式。(2) 过滤频繁闭图模式中的非显露模式。(3) 在分类规则选择时，既考虑显露
模式如何覆盖图数据，又考虑显露模式在图中如何分布。

此外，CEP 的分类模型也容易被理解和使用。CEP 的分类模型由一系列分类规
则构成。领域专家很容易理解和利用这种形式的分类规则。例如: 化学家可以分析这
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些分类规则，设计更好的化合物。

5.6 本章小结

本章给出了一种基于频繁闭显露模式的图分类方法 CEP。CEP 首先挖掘频繁闭
图模式，然后从闭图模式中得到显露模式，最后根据显露模式构造一系列分类规则。实

验结果显示，在对化合物数据分类时，CEP 在分类性能上优于文献 [43] 的图分类方
法。除了图数据，CEP 分类框架也可用于其他数据类型的分类，例如: 关系数据分类、
文本分类等。文献 [43] 中已经显示，在对化合物分类时，基于几何模式的图分类方法
要优于基于拓扑模式的图分类方法。在我们的 CEP 分类框架中，利用几何模式有可
能会进一步提高 CEP 的分类性能。我们以后的研究工作将在这方面开展。
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图挖掘在化学、计算生物学、Web 网络分析、社会网络分析等领域都有广泛的应
用。本书重点研究了图挖掘中的模式挖掘技术，提出了一些新的图模式挖掘问题和有

效的解决方法。本书主要创新点如下:

提出从图数据库中挖掘代表模式问题及其有效解决方法。给出了该问题的形式化

定义，并证明了该问题是 NP-hard 问题。提出了一系列新的概念:δ-覆盖图、跳跃值、
δ-跳跃模式等。发现了 δ-跳跃模式的一个重要性质:δ-跳跃模式一定是代表模式。提出
了挖掘代表模式的三个算法: RP-FP，RP-GD，RP-Leap。RP-FP和 RP-GD挖掘完整
的代表模式集合，RP-Leap挖掘近似的代表模式集合。RP-FP从频繁闭图模式中计算
代表模式，具有紧的近似比保证，但效率和可扩展性差。RP-GD直接从图数据库中挖
掘代表模式，没有近似比保证，但效率和可扩展更高。RP-Leap 以丢失少量代表模式
的代价，取得了比 RP-GD快至少一个数量级的性能改善。实验结果表明:挖掘代表模
式可以极大地减少图模式的输出数量，基于代表模式构造的分类器在分类性能方面并

不低于基于闭图模式构造的分类器，从而证明了代表模式中仍然保留了重要而有意义

的图模式。由于图代表了最通用的模式类型，本书给出的三个代表模式挖掘算法也能

用来挖掘其他类型的代表模式 (例如: 项集代表模式、序列代表模式、树代表模式等)。

提出从图数据库中挖掘核心子结构问题及其有效的解决方法。根据实际应用中核

心子结构的特征，给出了它的形式化定义，称为 ∆-跳跃模式。发现了 ∆-跳跃模式的
很多重要性质，例如: ∆-跳跃模式是稳定的，它们对噪声和数据的变化不敏感，∆ 值

越大，它们的抗干扰能力越强。为高效挖掘 ∆-跳跃模式，提出了两种新的裁剪技术，
基于内扩展的裁剪和基于外扩展的裁剪。利用这两种裁剪技术，设计了一个高效的挖

掘算法 GraphJP。理论上证明了这两种裁剪技术的正确性及算法 GraphJP 的正确性。
实验结果表明: 这两种新的裁剪技术能有效地裁剪图模式搜索空间，算法 GraphJP 高
效可扩展，发现的核心子结构具有重要的应用价值。由于图代表了最通用的模式类型，

本书给出的 ∆-跳跃模式定义和挖掘算法 GraphJP 也容易被扩展来挖掘其他类型的跳
跃模式 (例如: 项集跳跃模式、序列跳跃模式、树跳跃模式等)。

提出基于联合意义度量的 Top-K图模式挖掘问题及其有效解决方法。讨论了适用
于图模式集合的联合意义度量，并利用信息论中的概念 (联合熵和信息增益)给出了两
个具体的问题定义 MES 和 MIGS，证明了它们是 NP-hard 问题。提出了两个高效的
Top-K挖掘算法 Greedy-TopK和 Cluster-TopK。针对 MES和 MIGS这两个具体问题
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的意义度量，设计了一系列新的裁剪技术，进一步提高了算法的效率。当意义度量满足

submodular 性质时，Greedy-TopK 能提供近似比保证，但当频繁图模式数量较多时，
Greedy-TopK效率和扩展性差，Cluster-TopK没有近似比保证，但 Cluster-TopK的挖
掘效率远远高于 Greedy-TopK的挖掘效率。实验结果表明:本书提出的 Top-K挖掘在
结果质量和可用性方面要远远优于传统的 Top-K挖掘，Cluster-TopK比 Greedy-TopK
快一到两个数量级，而且 Cluster-TopK 的挖掘结果质量非常接近于 Greedy-TopK 的
挖掘结果质量。Greedy-TopK 和 Cluster-TopK 是通用的 Top-K 挖掘算法，也适用于
其他的联合意义度量和模式类型 (例如: 项集模式、序列模式、树模式等)。
提出了一种基于频繁闭显露模式的图分类框架 CEP。CEP 包括三个主要步骤:(1)

挖掘频繁闭图模式；(2) 过滤非显露模式；(3) 构造分类规则。在过滤非显露模式时，
需要计算图模式在不同类别数据库中的支持度，提出了一种有效的算法，可以极大地

减少此过程所需的子图同构测试次数。在构造分类规则时，提出了一个新的特征选择

方法，该方法既考虑显露模式如何覆盖图数据，又考虑显露模式在图数据中如何分布。

实验结果表明:CEP 具有良好的分类性能，而且，领域专家容易理解和利用 CEP 产生
的分类规则。

理论分析和实验结果表明，本书提出的图模式挖掘技术的研究具有一定的创新性，

具体工作已被国内外同行多次引用 [27,164,165,169]，具有重要的学术和应用价值。由于现

实世界中的图数据还可能具有动态性、不确定性，以及数据流等多种形式，因此本书

的后续研究将在如下几个方面开展:
(1) 从动态图中挖掘图模式；
(2) 从不确定图中挖掘图模式；
(3) 从图流中挖掘图模式。
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